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Ober einen geometrischen calcOl 

(YERKNOPFUNGS-CALCOL) 

VON 

GERHARD HESSENBERG 

in BERLIN-CHAKLOTTENBUBO. 

1 . Es wird in dieser Arbeit ein geometrischer Calciil mit den Punkten 
einer Geraden aufgebaut, und zwar auf Grund folgender 3 Sätze: 

I) Durch zwei Punkte ist stets eine und nur eine Gerade möglich. 
n) Zwei Gerade schneiden sich stets in einem (und wegen I nur in 

einem) Punkt. 
III) Gehen die Verbindungslinien homologer Ecken zweier aufeinander 
bezogener Dreiecke durch einen Punktj so schneiden sich die ho- 
mologen Seiten in Punkten einer Geraden. 

Der erste Satz ist ein ebenes Verknupf ungsaxiom. Der zweite könnte 
durch das Parallelenaxiom ersetzt werden und gilt auf Grund desselben, 
wenn man die ideale nnendlichferne Gerade mit den idealen unendlich- 
fernen Punkten einfiihrt. Die Sätze I und II sollen daher als die * idealen 
ebenen Verknupfungsaxiome» bezeichnet werden. Es sei bemerkt, dass wir 
nur die ebene Geometrie betrachten. 

Satz III ist der Besargues^ sche Satz, dessen Beweis in bekannter Weise 
gefiihrt werden känn, wenn noch die räumliehen Verkniipfungsaxiome vor- 
ausgesetzt werden; man zeigt nämlich, dass die durch den Satz beschriebene 
Figur der Schnitt eines voUständigen räumliehen Fänfecks ist. 

2. Der aus diesen Sätzen zu entwickelnde Calciil steht in enger 
Beziehung zu zwei anderen geometrischen Kechenverfahren. Das erste ist 

Äeta mmtk§matiéa. 27. Iiuprljné le 22 avril \W2, 1 



2 Öerhard Hessenberg. 

von Staudt ' begonnen iind von Herm LCroth ' durchgefährt worden. 
Das zweite hat Herr Hilbert angegeben.' AUen drei Rechenverfahren 
gemeinsam sind die commutative und associative Addition, die associative 
Multiplication und die Verbindung beider Operationen durch die distributiven 
Gesetze. Angewandt werden diese Operationen im STAUDT-LOKOTH^schen 
Calciil auf die Wiirfe, im HiLBERT'schen auf die Strecken, die in einer 
Geraden liegen und einen gegebenen Anfangspunkt haben, in unserem 
auf die Punkte einer Geraden. Zur Begriindung der associativen, com- 
mutativen und distributiven Gesetze benutzen Staudt und LOroth den 
projektiven Fundamentalsatz, Herr Hilbert, und nach seinem Vorgange 
auch ich, allein den I)ESAUGUEs'schen Satz. Und zwar geht Herr Hilbert 
nur von derjenigen SpeciaUsierung des Satzes aus, die durch das Parallel- 
werden homologer Seiten der beiden Dreiecke entsteht. Aus dieser Speciali- 
sierung känn man aber in cinfacher Weise mit alleiniger Hiilfe des Axioms 
I und des Parallelenaxioms den allgemeinen D£SARGU£$'schen Satz her- 
leiten,* so dass die Grundlagen unseres Calciils nicht umfangreicher sind, 
wie die des HiLBBRT^schen. 

3. Die unserem Calciil zu Grunde liegenden Constructionen sind die 
zu den STAUDT-L0ROTn'schen Verfahren gehörigen Linealconstruktionen, 
andererseits erkennt man in ihnen leicht eine projektivische V^erallgemeiner- 
ung der HiLBERT'schen. Alle drei llechenverfahren gehen also auf eine 
gemeinsame (jrundlage zuriiek. In der That hat man gezeigt, dass der 
projektive Fundamentalsatz aus dem DESARGUES'schen Satz und dem spe- 
ciellen PASCAL'schen Satz bewiesen werden känn. Mit dem ^speciellen 
PASCAi/schen Satz» ist der folgende gemeint: 

IV. lÅegen die Ecken eines ein facken Sechsecks ahwechsélnd auf zwei 
Geraden, so schneideti sich die Gegenseiten in Punkten einer Geraden. 



* Beiiräge zur Geomehie Jer Lage, Heft II, § 19, ff., § 27 ff. 

* Obei' (las Imaginäre w der Geomefrie mid dus Rechnen mif Wiirfen, Math. Ann. 
Bd. 8 und 9. 

* Orutidlagen der Geometrie. Kap. V. Der DE8ARGUEs'sche Ratz. 

* Öber eine noch weitergehende Eigenschaft des DK8AR«rEH'schen Satzes hinaicht- 
lich seiner Beweisbarkeit aus Spezialisierungen siehe meine Arbeit Desargnes\srhei' Satz 
und CentrahoUineation Archiv der Math.. Bd. 3, Heft 1. 
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Der HiLBEKT*sche Calcul wie der unsrige enthalten nun diejenigen 
pjigenschaften des STAUDT-L0KOTH'öchen Verfahrens, die allein aus dem 
DESAKGUES^schen Satz folgen. Das sind die beiden associativen, die beiden 
distributiven öesetze und von der Addition das commutative. Das com- 
mutative Gesetz der Multiplication wird direkt mit dem PAsCAL^schen 
Satz identisch. Der letztere ist mit den Sätzen I bis III nicht beweisbar 
und darf daher in unseren Untersuchungen nicht angewandt werden. 

4. Da wir keinerlei Anordnungsaxiome voraussetzen, können wir iiber 
die Anzabl der Punkte einer Goraden keine Angaben machen. Doch 
bleibon unsere Ergebnisse giiltig — auch wenn sie unter Umständen tri- 
vial werden, — falls wir die Existenz eines voUständigen Vierecks an- 
nehmen, d. h. die Existenz von 4 Punkten, von denen keine 3 in einer 
Geraden liegen. Da hierdurch nur ein sofort zu iibersehender, gänzlich 
trivialer Fall ausgeschlossen wird, ist diese Voraussetzung unter den Grund- 
lagen unseres Calciils nicht angefiihrt. 



I. Projektiviache Vetknupfu/ngetu 

5. Unter denjenigen Gebilden der projektivischen Geometrie, die 
allein aus dem DKSAUGUEs'schen Satz gefolgert werden können, ist be- 
sonders die Centralcollineation bemerkenswert, d. h. diejenige CoUineation, 
in der entsprechende Gerade sicli auf einer festen Geraden, der Axe, 
schneiden, und entsprechende Punkte auf Geraden liegen, die durch einen' 
festen Punkt, das Centrum, läufen. Der Nachweis ihrer Existenz ist sehr 
leicht, wenn man beachtet, dass die Figur des DKSAUGUEs'schen Satzes aus 
zwei centralcollinearen Dreiecken besteht/ 

6. Nunmehr denken wir uns eine Figur 0, die aus irgendwelchen 
Punkten und gewissen ihrer Verbindungsgeraden besteht. Es sei genau 
angegeben, wieviel Punkte die Figur enthält, welche davon in gerader 
Ijinie liegen sollen und welche nicht, und welche Verbindungsgeraden ge- 
zeichnet sein sollen. Die Anzahl dieser Geraden sei n. 



' In der auf S. 2, Fussnote, citierten Arbeit komme ich darauf aiisföhrlicher 
zoröck. 
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• 

Wir nennen zwei Fiii^uren, die aut* (Truncl derselben Angaben ge- 
zeichnet sind, vorubergeliend > gleichartige Figuren». Beispielsweise sind 
zwei einfache Fiinfecke, aber auch zwei voUständige Fitnfecke, öder zwei 
Funfecke mit den Diagonalen einer bestimmten Ecke gleichartige Figuren. 

Wir schneiden die n Geraden der Figur mit einer Geraden a in 
den n Punkten A^ y A^ , A^ j . . . , .4„. Diese projicieren wir von einem 
Punkte S auf eine zweite Gerade 6, in die Punkte B^ , B^ , B^ ^ . . . ^ B^. 
Zielien wir nun durch den Schnittpunkt von a mit b eine Gerade s, die 
von a und b verschieden ist, und bilden diejenige Centralcollineation mit 
dem Centrum S und der Axe s, in der die a der b entspricht, so entsprechen 
den Punkten Ai die Punkte J?, und diese sind die Schnittpunkte von b mit 
den Geraden der zu coUinearon Figur V^, welche natiirHch mit gleich- 
artig ist. 

Es folgt also: Ist eine gerade Punktreihe -^, , ..., -4, der Schnitt 
einer Figur 0, so ist jede zu ihr projektivische Punktreihe der Schnitt 
einer gleichartigen Figur. 

7. Im allgemeinen werden nicht alle Punkte A^y die zu dem Schnitt 
einer Figur gehören, beliebig sein. Ist eine Figur so beschaffen, 
dass von einem ebenen Schnitt derselben nicht alle Punkte willkiirlich 
gewählt werden diirfen, so woUen wir sägen, zwischen den Schni t f punkten 
bestehe eine Verknäpfung. Eine solche besteht beispielsweise nicht fiir die 
Schnittpunkte eines Dreiecks mit einer Geraden. Zu 3 beliebigen Punkten 
einer Geraden, känn vielmehr jederzeit ein Dreieck gezeichnet werden, 
dessen Seiten durch diese 3 Punkte gehen (vgl. § 4). Dagegen diirfen 
von den 6 Schnittpunkten eines voUständigen Vierecks bios 5, von denen 
eines voUständigen w-Ecks bios 2n — 3 willkiirlich angenommen werden. 

8. Die Geraden der Figur mogen mit a^ , a^, ^3, bis a„ bezoichnet 
sein und die a in den Punkten A^ , A^ , A^ bis A„ treffen. Es mogen 
sich ferner 3 Gerade, etwa fli , ö^» , ög, danmter betinden, die nicht durch 
einen Punkt gehen, und deren Schnittpunkte der Figur angehören und 
durch weitere Gerade, a^ , a^ bis a^ mit anderen Punkten der Figur ver- 
bunden sind. Ist nun a mit den Punkten A^ bis A^ bekannt, ferner 
a| , a, und o,, so können wir a^ bis a^ einzeichnen. Wir werden im all- 
gemeinen unter den Schnittpunkten der a, bis Ox untereinander neue Punkte 
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vou vorHii<l*^n ittid duR-h dieiiulljun ncuo (ionido a^^, bis w„ ziehen 
köuncn, die wiedor neue Punkte liefeni. Worden aof diewm Wej^e nach 
lind nach- alle Stucke der Figur erchöpft, und bestimint dicse Figur zugleiuh 
eino Verkniipfung zwischen den Punkten ,^,■, so 8oll diese cine projektive 
Verknäpfuns genannt werden. Das ]}estehen einer Yerkniipfung auiwert 
sich dadurch, dass von oinzelnen Geraden a^ , a, , a^ , . . . bei unserem 
Verfahren zteet Punkte ermittelt werden, so dass die Punkte A^ , A,, A^ 
nicbt willkiirlich sind. 




9, Wir woUen nunmebr beweisen, dass diese V\ixik.\ia Å/,, A,, Å^, ... 
fur eine projektive Verkniiptung von der speciellen Wahl der drei ereten 
Geraden a, , a, , a, unabhängig, aleo durch die wiltkiirlichen Punkte J,, ..., 
A^ eindeatig bestimnit sind. Wir zeichnen eine zweite, gleichartige Figar 
V mit den Geraden bf in derselben Keihenfolge der Stiicke durch dieselben 
Punkte Ax, A^, At, . . . , A^. Die drei Geraden &, , &j , b^ durch Ay, A^, At 
bilden ein Dreieck, das mit dem Dreieck aus 0^,0^,0, auf Crrund des 
Besauuue» 'schen Satzes centralcollinear gelegen ist. Denu die homologen 
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Seiton schneiden sich auf a^ also gohen dio Vorbindungslinien homologor 
Ecken durch oinen Punkt 6\ 

In dieser durch b^h^b^ bestinimten CoUineation entsprechen die öe- 
raden 64 bis b^ den Geraden Ö4 bis a^» da die Ecken der Dreiecke 01^2^,, 
b^b^b^ sich untereinander und die Punkte A^ bis Ax als Punkte der Axe 
sich selbst entsprechen. Daher entsprechen auch die durch Äj , . . . , J;^ 
neu gefundenen Punkte von tf'' und hinwiederum die dadurch neu ge- 
fundenen Geraden b^^^ bis b^, den homologen Stucken von in unserer 
GoUineation u. s. f. Speciell entspricht zuletzt b^ der a^, und da sich 
entsprechende Gerade auf der Axe der CoUineation schneiden, trifft b^ die 
a in dem Punkt A^^ dessen Lage mithin von der specielles Wahl der Ge- 
raden a^a^a^ unabhängig ist, w. z. b. w. 

Indem wir das Resultat des § 6 beachten, folgt: Besteht zwischen den 
Punktefi Al bis A ^ eine projektivische Verknupfung, so besteht sie zwischen 
den Punkten jeder dam projektivischen Punktreihe A[ bis A^. 



II. I>ie Viereck^verknåpfung. 

10. Wir betrachten diejenige projektive Verkniipfung, die entsteht, 
wenn die Figur ein voUständiges Viereck ist, und nennen sie Vierecks- 
verknupfung^ Sie besteht zwischen 6 Punkten einer Geraden und bestimmt 
den sechsten eindeutig aus den fiinf anderen. 

Im Anschlusse an die vorhergegangenen Betrachtungen greifen wir 
drei Seiten des Vierecks heraus, die sich in drei Ecken ABC dos Vierecks 
ABCD schneiden und bezeichnen sie (abweichond von der bisherigen Be- 
zeichnung) mit «i , 61 , ^i . Wir beachten, dass jede einem andern Paar 
Gegenseiten des Vierecks angehören muss, da sich zwei Gegenseiten nicht 
in einer Ecke des Vierecks schneiden, Die Gegenseiten DA , DB , DC 
seien bezw. mit »j , ft^ , c^ bezeichnet. Werden die Schnittpunkte mit der 



^ Die Eigenschaften derselben sind von 8taudt als Ausgangspunkt seiner Geometrie 
der Lage gewählt und ohne die allgemeine Betrachtnng des Åbschnitts I direkt aus dem 
D£SARGU£8'schen Satze hergeleitet worden. 
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festen (5^eraden a mit den entsprechenden grosseu Buchstaben benann t, 
so wollon wir die Verkniipfung durch das Symbol 



abkiirzen. 



[Ax , A^; Bl y B2 ; 0\ , C^) 




Fig:2. 



II. In diesem Symbol sind zweierlei Permutationen zulässig. Erst- 
lich diirfen die Punktepaare beliebig mit einander vertanscht werden, aber 
ohne dass die Elemente eines Paares mit einander vertanscht werden. 
Dies folgt aus der Gleichberechtigung der drei öegenseitenpaare. 

Zweitens diirfen in zwei Punktepaaren die Elemente gleichzeitig ver- 
tanscht werden. Denn wenn sich Oi , ^i , Cj in drei Ecken des Vierecks 
schneiden, so gilt das gleiche von ^2 , ij , o, ; öj > ^1 j ^« ^^^ ^1 > ^2 > ^2 • 
Dagegen schneiden sich a^yb^jC^ in einer Ecke, ebenso Ö2 , ^i , ^i ; »i , '>« , c^ ; 
«! , Ji , c,. Die Vertauschnng der Elemente in einem öder allén drei 
Punktepaaren ist also unzuliissig, sofern ihre Zuliissigkeit nicht besonders 
erwiesen wird. 



12. Denken wir uns zwei Punkte in der Vierecksverkniipfung ver- 
änderlich, so sagt das Bestehen der Verkniipfung aus, dass sie projektive 
Punktreihen beschroiben. Fiir uns kommt lediglich der Fall in Betracht, 
dass die veränderlichen Punkte verschiedenen Paaren angehören. Dann 
känn angenommen werden, dass es die Punkte B^ , (7, sind. Wir halten die 
öeraden a^ , a^ und b^ fest und damit die Ecken A und C des Vierecks. 
Da C, fest ist, bleibt auch AC\ = c,, mithin auch B liegen. Bewegen 
sich jetzt 7?.^ und C^, so bewegt sich I) auf a^ und wird von C und B 
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au8 nach C, und B, projiciert; alsro beschreiben C^ und B^ projektive 
Punktreihen. Fällt D nach J, so fällt B, nach C, , C; nach B,. Fällt 
D in den Schnittpunkt von a^ und a,, so fallen C, und B^ nach -4^ ; 
fällt D nach ^j, so fallen J9, und C, nach A^. 

13. Im folgenden denken wir uns die Punkte A^ , A^ und J?, fest, 
so dass wir sie in der Bezeichnung nicht weiter anzudeuten brauchen. 
Wir schreiben dann abkurzungsweise 

B, = (C, C',) 

um auszusprechen, dass die Verknupfung 

besteht. Die Bezeichnung ist eine pro visor ische. 

Das Resultat des letzten Paragraphen känn dann so ausgesprochen 
werden : 

V. Beumgt siéh ein Punkt X, so heschreiben die Punkte Y = (C^X) 
und Y' = (XC) m X projektive Punktreihen. Die Elemente A^ und A^ 
slnd 9elt>stent8prechende; fäUt X nach Bj, $0 wird Y = Y' ^ C. 

Wir verallgeraeinem dementsprechend unsere Bezeichnungsweise durch 
die Festsetzungen : 

iA,X) = {XA,) = A, ; 
(2?,X) = (XB,) = X,. 



III. Das associative Gesetz. 

14. Es besteht das Gesetz: 

(C,(C,CJ) = {{C\C\)C,) 

welches wir rein formål, ohne einen Schnittpunktsatz zu Hiilfe zu nehmen, 
auf Grund der bisherigen Entwickelungen beweisen können. 

Zuuächst konstruieren wir den Punkt B^ = {C\C^) mit Hiilfe eines 
Viereoks ABfJJ), von dem, wio bisher, die Seiten BO y CA j AB durch 
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A^,B,,C^, die Seiten DA , DU , DC dorch A,,B,,C, gohen. Sodann 
finden Wir den Tunkt P = {B,C^), indem wir die durch A^ , A^ nnd B, 
gehenden Seiten beibehalten, f olgendennassen : Wir ziehen B^D bis znm 
Schnitt E mit A^B , EC^ bis zum Schnitt F mit A^D. BF trifft a in 




Trifft nnn CF die a in ^, so ei^ebt das Viereck CDEF die Ver- 
knäpfuQg (^, , A,;Si,B't;C,, C,) öder B; = (C,Q. Sodann folgt aos 
dem Viereck ABCF die Verkniipfung 

U, , v4, ; Bi , P ; C\ , B,) öder P = (C.B;) = ((?,(C,C,)). 

Damit iat das associative Gesetz bewiesen. 




Kg 4. 



15. Figur 4 zeigt, wie der Punkt D = (CjC,Ct . . . C,) zu konstru- 
ieren ist. Man zieht durch C^ einen beliebigen Strabl, der die a, in P, , 

illa -ifti — ■-"r- ar. Inprlni* le £! ■Trll l'j02. 2 
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die a, in R^ schneiden möge. J5^i2j schneide a^ in P,, C^P^ die a, in 
JSjj, allgemein BiRx^i die aj in P;^, Cj^P^ die a, in JB;^. Pi-B« trifft a in D. 
AUgemeiner wiirde PiRjtj wenn k>i ist, die a im Punkte {CiCi^^,..C^ 
treffen. Die Konstruktion versagt nicht, wenn eines der C, etwa C^, mit 
B^ identisch wird. Alsdann wird Rx-.\ = Rxj Px = A+i ^^^ ^^^ Kon- 
struktion ändert sich nicht, wenn C^ iiberhaupt fortgelassen wird. 

T 6. Die >Ailf lösung» der symbolischen Gleichungen (MX) = N und 
{XM) = N nach X känn auf Grund des associativen Gesetzes in der be- 
kannten Weise ausgefiihrt werden/ indem man einen Punkt Y = {M''^) 
aus der Verkniipfung {YM) = B^ öder 

{A,, A,; B,, B,; Y , M) 

konstruiert. Vertauscht man nach § ii die Elemente im zweiten und 
dritten Paar, so entsteht die Verkniipfung {A^ , -^, ; Bj , B, ; M , I'') öder 
{MY) = B,. 

Hiermit folgt aus {MX) = N] {YMX) = (YN) öder (P,X) = {YN) 
öder X={YN); ebenso X = {NY) aus {XM) = N. 



IV. Dos cmnmutative Oesetz* 

1 7 . Dos commutative Qesetz ist identisch mit dem Satz IV (Pasc AL'scher 
Satz), cdso auf Orund der Sätze I bis III nicht zu betveisen, 

Das Bestehen der beiden symbolischen öleichungen 

B, = {C,C,) = (C,C,) 

bedeutet die Existenz der beiden Verkniipfungen 

{A,, A,, B,, B,- G,, c,) und (^, , ^, ; B, , B, ; C, , C,). 

Wir denken uns das zur ersten Verkniipfung gehörige Viereck mit den 
Bezeichnungen des § lo gezeichnet und konstruieren das zur zweiten ge- 
hörige unter Beibehaltung der 3 Geraden a^ ^ a^^ 6, also der Ecken A , C. 
An Stelle der Geraden Cj = AB, c^ = DC treten jetzt c'^ = AB\ c[ = D'C. 



^ Vgl. hierzu § 25 und 27. 
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Es ergiebt sich also B' als Schnitt von G^A mit a^ = A^C ^ D' als Schnitt 
von C^C mit a^ = A^A, B'^ ist der Schnitt von B'D' mit a. Soll es 
mit B, = (C^G^) zusammenf allén, so laufen die 3 Geraden BD, Rl)' und 
a durch einen Punkt. 

Dann aber ist das Sechseck ABDCUB' ein PASCAL^sches, dessen Ecken 
abwechselnd auf zwei Geraden liegen und dessen Gegenseiten sich in Punkten 
B^C^C^ einer Geraden schneiden. Die obige Behauptung ist damit erwiesen. 




■v 



\ 



18. In speciellen Fallen känn eine Verkniipfung auch auf Grund 
des UBSAUGUES^schen Satzes commutativ sein. Der einfachste, bereits in 
§ 16 angewandte Fall, tritt ein, wenn zwei Elemente eines Paares zu- 
sammenfallen. Denn dann kommt eine Permutation der Elemente dieses 
und eines zweiten Paares, die nach § 1 1 zulässig ist, auf eine alleinige 
Vertauschung der Elemente des zweiten Paares hinaus. Davon giebt es 
zwei Anwendungen: 

VI. Ist (CjC,) = B,, so ist auch {C,C\) = B^. 

VII. Wenn A^ und A^ zusammenf allén, so ist allgeniein {C\C^)={C^C^). 

Im Falle des Satzes VII wird aus Figur 5 ein Pascal sches Sechseck, 
dessen Existenz sich auf Grund unserer Entwickelungen aus dem Desaugues*- 
schen Satz ableiten lässt.^ 



^ Vgl. meine Arbeit: Oher Beiveise von Svhnittpunktsätzen, Archiv der Math. 
Bd. 3, Heft I. 
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V. Symboliacher Calcål und distHbutive Oesetze* 

19. Sind A^ und A^ von einander verschieden, so gleicht unsere 
Operation der Mnltiplication : Es giebt zwei Elemente A die durch die 
Operation {LA) bei beliebigem L in sich selbst ubergehen. Wir legen 
däher A^ das Zeichen 00 , A^ das Zéichen o bei. B^ spielt die Bolie der 
Einheit und werde daher mit i bezeichnet. An Stelle der Verknupfung 

(co, o; I , P; ^, J?) 

schreiben wir von nun an symbolisch 

P= AB. 
Diese Operation ist associativ, aber nicht commutativ. 

20. Fallen A^ und A^ zusammen, so gleicht unsere Operation der 
Addition, B^ der Null. Wir bezeichnen daher A^ = A^ mit dem Zeichen 
CO, jBj mit o und schreiben fur die Verknupfung 

(00 , 00 ; o ,. Ä ; ^ , J?) 

von nun an symbolisch 

S=A + B, 

Diese Operation ist asaociativ und commutativ. 

21 . Wir» fuhren jetsst auf einer Geraden diese beiden VerknAjjfungeQ. 
mit den^eIbeQ. Fixpujikten ei^, also. 

(00, o ; I , P;^, B); P^AB, 
{00 j 00 \o ,,S; A j B)\ S =^ A+ B. 

Dann sind beide durch die distributiven Gesetze verbunden. Nach Satz 
Y ist nämlich die Punktreihe 

00, o, i,ii,J?,Ä,X,... 
projektivisch zu den Punktreihen 

cx) , o , L , LA , LB , LS , LX , . . , 
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la 



und 



cx},Q,L,Aj4, BL, 8Z, XI^ 

Pa ntm die Yerknupfnng S '^ A -\- B däa Punkt i nicht enthalt, 
andereneits eine projektivische ist, folgi auB 

S = A-\-B, d. h. (oo, oo;o, S;^. jB) 

sofort LS = LA + LB, nämlich 

(00, (X);o.,LS;LA,_LB) 

öder 

LiA-h B) = LA + LB 

nnd andog 

(^-f 5)2=? JX + BL. 



VI. JMr .Rin^r aus $ VerJtm&pfungen. 

22. Ein vollständiges Fiinfeck ^, ^, ^, f'*!'', schneidet mit seinen ro 
Seiten Vi F"» = v^ eine öerade o in i o Punkten V^ (i , k = i bia 5). 
Zwischen diesen bestimmt es 5 Vierecksverkniipfungen {1} , {11} bis {V} 
entsprechend den fiinf Vierecken (I) , (II) bis (V), di© durch Weglassen 
einer Ecke, V^ , K, bis V^, aus ihm gebildet werden köimen. 




Fig. 6. 

Die Verkntipfung {V} bestinunt aus 5 beliebig augenommenen der 
Punkte Va (i,/;= i bie 4) dea sechsten. Nimmt man, weiterhiu F,, 
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und V^^ beliebig an, so hat man die Geraden V^ V^ und V^ V^ (falls das 
Viereck (V) gezeichnet ist), und mit diesen die Ecke V^. Aus dem Viereck 
(in) findet man sodann F^^; besteht umgekehrt die VerknUpfung {III}, 
so geht V^V^ durch V^^ Endlich geht V^V^ durch F35, wenn die Ver- 
kniipfung {II} besteht. 

Allgemein wird also das Bestehen dreier der Verknupfiingen hin- 
reichend sein, damit die Punkte F^ die Schnittpunkte eines vollständigen 
Fiinfecks sind. Je zwei der fmf Verknupfungen sind daher Gonsequenzen 
der dritten, in unserem speciellen Falle {1} und {IV} von {II} , {III} und {V} 

• 

23. Wir betrachten nunmehr das specielle Fiinfeck, welches entsteht, 
wenn Fj , F, , F, in gerader Linie liegen. Unser Satz wird dann nicht 
mehr bedingungslos gelten, da die zwei Verknupfungen {IV}{V} durch das 
Zusammenfallen der Punkte ^i2,^98»^8i) ^' ^- ^^^ Degeneration der 
Vierecke (IV) , (V) bedeutungslos werden. Aber unsere specieUe Schluss- 




*>-»> 



weise bleibt wörtlich giiltig, und mit ihr die Folgerung, dass die Ver- 
knupfung {1} eine Consequenz von {II} und {III} ist, Die diesen Ver- 
knupfungen entsprechenden Vierecke degenorieren nielit. Aus oiner kleinen 
Abänderung der Bezeichnung wird zuglcich die Symmetrie der Beziehung 
zwischen {1} , {II} , {III} klar werden. Wir nennen diese, durch ein spe- 
cielles Fiinfeck vermittelte Beziehung zwischen drei Verkniipfungen einen 
Ring und sägen: die drei Verkniipfungen {1} , {II} , {111} bilden einen Ring. 
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24. Wir ändern (lie Bezeichnungen V^ , V^ in S*, T*; V^ , V^ ^ V^ 
in U,U',U"- V,, in (?; F,, = F„ = F,, in B; V,,, V,,, V,, in 
.V, .V, S"; Fj, , F„, F„ in r, 7", T". Alsdann lautet unser Satz: 

Vin. Von den drei VerknUpfungen 

{Q, B; S, T'; T, S') , {Q,B;S', T"; T', S") ; {Q,B; S", T; T", S) 

ist jede eine Consequetiz der heulen andem, 

Dor Satz ist leicht direkt, ohne die allgemeine Betrachtung des § 22 
an der Figur 7 zu beweisen, und zwar ohne Anwendung von Schnittpunkt- 
sätzen, rein formål, wio in der hier gegebenen Ableitung. 

Macht man die Substitutionen 

Q, R ; S , 8\ 8") T .T^,_T^ 

so niramt Satz V I IT die (Testalt an 
VITTa- J^f^ ^^'^^ Verknäpfungen 

bilden einen Ring. 

Unter Verwendung der abgekiirzten Bezeichnung des § 13: 

VIIT,,. THe Verknupfungen 
K,^,;P,,P,;C,,C;); P, =^ {CM; C^ = {PM 
bilden einen Ring. 

Nach Elimination von B^ nach § 16: 
VITI^. Die VerknUpfung 
{A, , yl, ] P^, F^]C^, C\) ist identisch mit P^ = (C, (Pr') C,) 
{Transformation des dritten Fixpunktes). 

25. Dor § 16 selbst onthält bereits in den Verknupfungen 

{XM) = N, {MY) = B,, X= {NY), 
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einen Ring, der ans Vm,, durch die Specialisierung P, == B^ tmd die Sub- 
stitntionen 

hervorgeht. Die Existenz des Elementes F= {M"^) folgt also direkt aus 
Satz Vin, ohne die Betrachtungen des Abschnittes III. 

Anmerkung. Unter Beachtung dieser Thatsache känn man das asso- 
eiative Gesetz aus Satz VIII ableiten. Ersetzt man, wie eben gezeigt 
war, die Verkniipfungen des § 14 

(^,,.^;5,,B,;C,,C,) bezw. {A, , A,; B, , B',; C, , G.) 

durch 

{A,,A,,B,,B,;€,,B) (vgl. Kg. 3), 

nnd 

{A^ , A, ; B/, C, ; B, , S) bezw. {A^ , A,; B,, C,; H , B',) 

m 

SO folgt hieraus und aus 

(^,,^;B,,P; J?,,C.) bezw. {A, , A,; B, , P' ', C, , B',) 
auf Grund des Satzes Vlll ^ 

(4,, J,;ir,P;C,,C.) bezw. (^ , ^, ; IT, P'; C, , C.), 

also P = P', da die Vierecksverknupfung jedes Element aus den 5 andem 
eindeutig bestimmt. 

26. Die Eigenschaften des \Etinges geben uns ein Mittel an die Hand, 
um aus einer Yerkniipfung eine andere abzuleiten, in der zwei Elemente 
ein Paar bilden, die in der ersten getrennt waren. 

Es sei durch geeignete Permutaiionén bewirkt, dass die getrennten 
und zu vereinigenden Elemente an vierter und fönfter Stelle stehen. Sie 
seien mit A und B bezeichnet und unsere Yerkniipfung laute 

{V, U,E,A;B,F) ,[-.(f7, r;A,E; B, F)]. 



* Man mache die Sabstitntionen 

Q, B, 8, 8', 8", T, T', T" ^ Q, B ; 8 , 8',8", T , T' ,T" 

^„A.;C,.B., P;fl,B.,C, ^- A, , A,; C,, B[, P'; H , B, , C, 
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"Wir fiihren sie iiber in 

(7, U;Ä,B;F',E) [^ {U , V; A, B ; E , F')] 

nach Vni und durch die Substitution 
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F, U;E . F, ÄyB, Ä,P 

als mittelste der Relationen VIII ergiebt sich: 

{V,U;F,F';A,A) [= {U , V; A , A; F', F)]. 

Aus den eingeklammerten Umschreibnngen ersieht man leicht folgende 
Regel: 

IX. Vm B mit Ä emammenmbringen^ lasse man dos weder B noch 
A enthaltende Paar unverändert, vertausche B mit dem zu A gehörenden 
Element E und ersetze dos letzte Element F durch ein neues F\ wdches 
aus einer dritten Verknupfung zu entnehmen ist. 

Diese wird so gébildet: Dos von A und B freie Paar lasse man stehen; 
das zweite Paar entstéht durch Verdoppelung von A . Dos dritte hesteht aus 
denjenigen Elementen^ die zuletzt Hbrig Ueihenj wenn man die vertauschten 
Elemente {B und E) auch noch ausscheidet, — dass sind F und F\ 

27. Als Beispiel wählen wir nochmals die Auflösung der Gleichung 
B, = (CjC,) nach C^. 

Es ist in der Relation 

{A,, A,; B,, B,; C,, C,) 

C?j an die Stelle von B^ zu bringen, da es mit B^ ein Paar bilden soll. 
Wir vertanschen es mit JB, und schreiben CJ fiir C, (erste Hälfte der Regel): 

{A, ,A,,B,,C,,B,, c;). 

CJ ergiebt sich, indem man A^ , -4, stehen lässt, B^ verdoppelt, die ver- 
tauschten (B, und 6\) ausscheidet und die iibrigbleibenden, — C, und CJ 
— als drittes Paar wählt (zweite Hälfte der Regel): 

Ada maikmnalica. 27. Imprimé le 2A avrU 1»02. 3 
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Dies sind die drei Belationen 

j?,^(c\c?,), c,=:(B,c;), (C7,c;) = B,. 



VII. Coordinaten, Gleichung der Geradsn. 

28. Projiciert man einen Punkt P der Ebene auf zwei verschiedenen 
Wegen auf dieselbe Gerade a, so sollen diese Rrojektionen X und Y die 
Coordinaten des Punktes heissen. Fiihrt man auf a einen Calciil ein, so 
känn man nach der Relation fragen, die zwischen X und Y besteht, wenn 
sich P auf einer Geraden bewegt. 

Wir wählen als einfachste sich bietende Methode die direkte Projek- 
tion aus zwei verschiedenen Centren S und H\ SP treffe a in X, HP 
treffe sie in ¥. Ausserdem aei der Schnitt von HS mit a durch U be- 
zeichnet. Wenn X und Y nicht beide nach U fallen, ist P eindeutig 
bestimmt und liegt nicht auf SH, Die Punkte von SH mössen also vot- 
läufig als ausgeschlossen betrachtet werden. 




29. Schneidet die Gerade PP, die a in ^, und sind ^^Y^ die 
Coordinaten von Pj, so folgt aus dem Viereck SHPP^ die Verknupfung 

die die notwendige und hinreichende Bedingung dafur ist, dass P auf AP^ liegt. 

Da allén diesen Verknupfungen das Element U gemeinsam ist, em- 

pfiehlt es sich, dasselbe als Fixpuftkt des Calciils zu wählen, am besten als 
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CO, da dieser in der Addition und Multiplikation an erster Stelle steht, 
während die Kollen von o und i in beiden Operationen von Grund aus 
verschieden sind. 

Es handelt sich jetzt damm, die Verkniipfung 

{U,A,X,, Y;Y,,X) 

durch die speciellen unsere» Calciils, in dem die Elemente o und i irgend- 
wie angenommen seien, auszudrucken. 

30. Erster Fall: Ä falle nach o. Wir schreiben nach Satz VIII^ 

sofort hin: 

Y= Y,Xy'X= ex 

wenn E = F,Xf^ gesetzt wird. 

Wie man sieht ist E die F-Coordinate desjenigen Punktes, fiir den 
X in den Einheitspunkt fällt. Man hatte diesen Punkt als P, wählen 
können, wodurch die Verkniipfung sofort die Gestalt 

(co , o ; I , Y] E , X) öder Y = EX 

angenommen hatte. 

31. Zweiter Fall: A falle nicht nach o. Die r-Coordinate des- 
jenigen Punktes, fiir den X nach o fällt, sei N. Wir wählen diesen 
Punkt als P^ und erhalten: 

(oo,^;o, r;iV,:X). * 

Wir vertauschen nach Satz IX o mit Ä 

(1) (co,o;^.r';JV^,X) 
und erhalten nach demselben Satz fiir Y*: 

(2) (00,00; Y, r;N, X). 

Pur (i) schreiben wir nach VIII^ 

Y' = NA-'X 



^ Fällt A nach 00, so enthält man T=N+X; dies entsprioht einer FeHtsetzang 
Ä"^ = O im Endresultat. 
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und fur (2) nach demselben Satz: 

r = N— Y+ X. 

Damit ergiebt sich nach Elimination von Y': 

Y= {i—NÄ-')X + N 

= EX+ N fur E= i—NÄ 



Also ist die öleichung der öeraden stets vom ersten Gbade und die CoefK- 
cienten stehen links von den Coordinaten. 




3 2 . Zieht man die Gerade Sb, projiciert P von cx) auf dieselbe nach 
Z' und Z' von H nach Z auf a, so erhält man die projektive Verallge- 
meinerung des von Herrn Hilbert benutzten, dem cartesischen analogen 
Systems. Zwischen Z , Z , F findet man aus dem Viereck Z'PSH sofort 

die Verkniipfung 

(co , CO ; o , F ; Z , Z) 
öder 

Y= Z+X. 
Danach wird die Gleichung der Geraden in X und Z 

Z+ X= (i —NA-')X + N, 

Z= E'X+ N f iir E' = — Nä 
also wieder vom ersten Grade. 
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Hieran känn, fast mit den Worten des Herrn Hilbert, der Beweis 
angeschlossen werden, dass eine ebene Geometrie, in der die Sätze (I), (II), 
(III) gelten, als Teil einer räumlichen aufgefasst werden känn, in der die 
räumlichen Axiome der Verkniipfung in der bekannten Erweiterung durch 
ideale Elemente gultig sind, und in der es fiinf Punkte giebt von denen 
keine 4 in einer Ebene liegen (ef. § 4). 

VIII. Glelchung der Vierecksverknilpfung. 

33. Wir lösen noch die Aufgabe, mit Hiilfe unseres Calciils die 
Bedingung dafiir aufzustellen, dass zwischen 6 Punkten die Verkniipfung 
{A^ , -4, ; B, , 5, ; (7j , C\) bestehe. Wir zeichnen ein Viereck ABCD^ das 





Fig 10. 

in gewohnter Weise die Verkniipfung ergiebt, wählen D als •? und den 
Schnittpunkt von Sbo mit AB als H. Danach ergeben sich sofort 5 von 
den 6 Coordinaten der Punkte ABC. Nämlich: 

Xf, = B^y F^ = Cj, 

X. = c,. 

Um Y^ zu finden, giebt es zwei Wege: Man stellt die Gleichnngen 
der durch G gehenden Geraden a^ und h^ auf: 

und wählt X = Z^ = C, . Die Vergleichung beider Ausdrucke f iir Y lief ert 
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die notwendige und hinreichende Bedingang fur die Existenz der \'er- 
kniipfnng. 

34. a, geht durch A^; fiir diesen Punkt ist X = Y = A^y also 

A, = E^A, + .y,, K = — {E„ — i)A,. 

Daroit wird die Gleichung von a^ zu 

Y=L\X — {E.— i)A, 
oder 

T-X={E„- i){X - A,) = F„{X - A,). 

Setzt man hierin die Coordinaten von B ein, so erhält man fiir F^ 

F, = - (B, - C',)(B, - A,)-\ 
also 

r. - X. : {B, - c.)(B, - Ar\o, — A,) 

und aus der Gleichung fiir h^ folgt analog 

r. - Z. = - (A, — C0(^, - B,)-\C, - B,). 

Durch Gleichsetzen ergiebt sich die in jedem ihrer Elemente lineare Be- 
dingung 

(A, - C\){A, - B,Y\C, - B,){C\ - A,)-\B, - A,){B, - C7J-> = 1 . 

35. Fällt einer der Punkte nach co, so hat man die beiden Pak- 
toren, in denen es auftritt, fortzulassen. * Fällt beispielsweise A^ nach co, 
so känn man wieder D nach S, zugleich aber auch A nach H legen. 
Dadurch wird 

Xft = B3, X^ = Cj, Yf, = 6\, Y^ = Bl, 



^ Dies ist bei Znlässigkeit vou Stetigkeitsbetrachtimgen sofort klar. Der Aosdrack 

(A, - C,X^, - Bl)-' = (i - GiAT'){i - BUTY' 
geht fttr i4, = 00 in den Wert I fiber. 
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und (lie öleichung der Geraden Ä^BG hat die Form 

Y—X = F(X — Ä,) 

aus der sich nach Einsetzen der speciellen Wertsysteme und Elimination 
von F die Relation ergiebt 

(C7, - 5,)(C, - A,)-\B, - A,){B, - C,)-> = I . 

Fallen zwei Punkte nach cx), so känn die öleichung der Verkniipfung 
mittelst der Sätze VIII sofort hingeschrieben werden. 



36. Die Punkte einer Geraden bilden unter Ausschluss des Punktes 
CO ein complexes Zahlensystem im Sinne des Herm Hilbbrt: ^ Es fehlen 
die Gesetze der Anordnung, der Stetigkeit und das commutative Gesetz 
der Multiplication. Die RoUe der beiden letzteren hat Herr Hilbert 
durch seine »Nicht-Archimedische» und > Nicht-Pascalsche > Geometrie klar- 
gestellt. 

In der Geometrie der reinen Schnittpunktsätze (Geometrie der Lage 
im Sinne Staudts) sind die Anordungssätze scheinbar unwesentlich : Aus 
den Lehrsätzen verschwinden sie nach der Einfiihrung imaginärer Elemente 
gänzlich; bei den Beweisen sind sie nur hin und wieder notwendig. Auf 
ihre Bedeutung fiir diesen Zweig der Geometrie beabsichtige ich in einer 
zweiten Arbeit zuriickzukommen. 

August 1 901. 



Omndlageii der Oeometrie, § 13. 
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ober die beziehungen zwischen der darstellung 
eines eindeutigen zweiges einer monogenen function 

DURCH HERRN MITTAG-LEFFLER, DER METHODE DER MITTELWERTE 
DES HERRN BOREL UND DER TRANSFORMATION DES HERRN LINDELÖF 

VON 

L. HANNI 

in WIEN. 



Es sei durch die Potenzreihe 



(I) F{x)^f^^F^^\a){x-a)\ 



v=0 iJl 



die innerhalb eines Kreises mit endlichem Eadios convergiere, in einem 
gewissen Bereiche, der sicli iiber den Convergenzkreis von (i) hinaus er- 
streckt, eine monogene Function F{x) definiert. Nach den bekannten 
Theoremen * des Herrn Mittag-Lbffler lässt sich innerhalb des zu den 
Elementen 

(2) i'Xfl),i^'V),...,F(».... 

gehörigen Hauptstemes Ä der Functionszweig FÄ{x) auf verschiedene 
Arten durch Ausdriicke darstellen, in denen wie bei der Beihe (i) ausser 
den Elementen (2) und den Potenzen von x — a nur noch Constanten 
vorkommen, die von den Elementen (2), von x und von a unabhängig 
sind. Mit diesen Darstellungen von FA{x) stehen nun die Darstellungen 
eines Functionszweiges, die man durch die Methode der Mittelwerte des 
Herrn Borel und durch die Transformation des Herrn E. Lindelöf er- 
hält, in engem Zusammenhange, wie wir im Folgenden zeigen werden, 
indem wir diese drei Methoden mit einander vergleichen. 

' Acta Mathem., Bd. 23, 24, 26. 

Äeta mathematiea. 29. Imprimé le i aoAt 1904. 4 
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I. 

An erster Stelle untersuchen wir, in welcher Beziehung die durch die 
Methode der Mittelwerte sich ergebende Darstellung eines eindeutigen 
Zweiges von F{x) zur Darstellung desselben durch Herm Mittag-Leffler 
steht. Dabei nehmen wir unter den verschiedenen Arten von Mittelwerten 
den sehr allgemeinen Fall, welchen Herr Borel in seiner Preisschrift ^ 
angegeben hat. Ist 



s,= ^^F^'\a){x-aY, 



r=0 I— 



80 definiert hier Herr Bohel als Mittelwert der Partialsummen 
den Ausdruck 

, v _ ,. C,(t)lf, + C^(t)s, + . . . + Cn{t)Sn + . . . 



. « 



wo die c^{t) Functionen von t sind, die folgenden Bedingungen genugen: 

i) Sie sollen fiir t>^o nicht negativ werden und es soU fiir diese Werte 
von t höchstens eine endliche Anzahl derselben verschwinden. 

2) Es soU in (3) der Nenner ^(<) fiir f > o gleichmässig convergieren 

und lim ^{t) = + co sein. 

r = + x 

3) Es soU fiir jeden beliebigen Wert von v lim '' "*" ^ = + co sein. 



' Ann. de l'école norm., III ser., 16, (1899), p. 54. 

* Wie man ausgehend vom Begriffe des arithmetischen Mittels von n Grössen zur 

. • 

Einfuhrung dieser allgemeinen Art von Mittelwerten gelangt, fiihrt Herr Borel ans in 
den Lejons sur les series diverg.f chap. III. Hier gibt er zngleich auch eine etwas ein- 
fachere Definition eines Mittelwertes, indem er Cy(<) = Cyt^ setzt und ausserdem nur 
noch annimmt, dass die erste und zweite der oben angefiibrten Bedingungen erftillt 
seien. Docb känn in diesem Falle im allgemeinen auch die dritte Bedingung erfiillt 
werden, indem man nämlich die Art des Gren zubergan ges Wm t = + cxd entsprechend 
wählt, so dass dann diese Art von Mittelwerten ebeofalls unter der im Texte definierten 
entbalten ist. 
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Der so definierte Ausdruck (3) hat nun die Eigenschaft, dass er fiir 
alle Wei^te von x innerhalb des Convergenzkreises von (i) gleichmässig zum 
Grrenzwerte F[x) convergiert, da in demselben fur ein endliches r die Func- 
tionen ^^(/) , 6*^ (/),..., r^(/) wegen seines distributiven Charakters gleich 
NuU gesetzt werden können, ohne seinen Grenzwert zu ändern und die 
Summen 5», , Sy+i , . . . fiir y > r sich sämmtlich dera Grenzwerte s der Reihe 
(i) beliebig nähern. Es känn aber auch der Fall eintreten, dass w, noch 
fiir Werte von x ausserhalb des Convergenzkreises von (i) convergiert und 
die Function F[x) darstellt. Da fiir die Verwendung der Methode der 
Mittelwerte zur Darstellung eines Functionszweiges nur dieser Fall in Be- 
tracht kommt, so können wir iiber die Functionen c^{t) noch folgende 
Annahme raachen: 

4) Ist B ein einfach zusammenhängender Bereich, der ausser dem Ein- 
heitskreise wenigstens noch einen endlichen Bereich enthält, so 
sollen die c^{t) so beschafiFen sein, dass der Mittel wert m[ der 
Partialsummen der Reihe i + ^ + ^' + • • • in jedem beliebigen 
in B gelegenen Bereiche B' gleichmässig convergiert. 

Unter dieser Voraussetzung ist dann m[ in B eine analytische Function 
von X und es ist daher in diesem Bereiche wj = — . Da sich nun 

* I X 

mittels des CAUCHY'schen Integrals die Transformation der Reihe (i) auf 
die der geometrischen Reihe zuriickfiihren lässt, so ist diese letzte Vor- 
aussetzung iiber die Functionen c^{t) dazu hinreichend, dass auch ein ein- 
fach zusammenhängender Bereich E^ existiert, der ausser dem Convergenz- 
kreise von (i) wenigstens noch einen endlichen Bereich enthält, und in 
dem w, = FE^{x) ist. 

Der so definierte Mittelwert m, ist somit eine Transformation der 
Potenzreihe (i) in einen Ausdruck mit grösserem Convergenzbereiche, wenn 
Functionen c^{t) existieren, die diesen Bedingungen geniigen. Dass es 
wirklich solche Functionen gibt, zeigt der bekannte von Herrn Bor el aus- 

fiihrlich behandelte Fall c^{t) = -r- (exponentielle Suramation). 

Auf den Mittelwert Wj känn man wieder denselben Prozess anwenden 
wie auf die Reihe (1), indem man ihn als Grenzwert einer Reihe von 
Functionen ansieht, deren Partialsummen <7^ , <7j , . . . , (x^ , . . . so beschaffen 
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sind, dass lim a^ = m^ ist. Um in einfacher Weise eine solche Eeihe zu 

erhalten, lassen wir in {3) den Parameter t der Eeihe nach die Werte 
< = o , I , 2 , . . . durchlaufen und bilden die Ausdrucke 



^^^ c,(v) + c,(v) + . . . + c,(v) + ... 



(y« o, !,«,...) 



Den Grenzwert (3) känn man dann durch die Eeihe 



(4) w,(o)+^5t^'^*'"^ o— ^^(>^)] 

ersetzen, da diese Eeihe zu demselben Grenzwert wie {3) convergiert und 
dasselbe Verhalten zeigt. Wenn nämlich (3) fur alle Werte von x in 
jedem Bereiche E\ gleichmässig zum Grenzwerte FE^{x) convergiert, so 
convergiert daselbst auch die Eeihe (4) gleichmässig zu diesem Grenzwerte 
und umgekehrt. Durch Einfuhrung der Eeihe (4) erhält man jetzt in 

fy 

derselben Weise wie Herr Borel ^ in dem Falle, wo c^{t) = j- ^^y ^^ 
zweiten Mittelwert der Summen s^, , s, , . . . , s^ , . . . den Ausdruck 

^ ,. c,(i)m,(0) + c,(Om,(i) + . . . + ^(Om,(v) + . . . 
' ,=™ CoW + c,{t) + . . . + c,(0 + . . . 

Dieser Ausdruck zeigt wieder denselben Charakter wie der Mittelwert w, . 
Denn zwischen den tr^ und den Partialsummen einer Potenzreihe besteht 
kein wesentlicher Unterschied, und auch der Convergenzbereich E^ känn 
unter sehr allgemeinen Bedingungen betreffs seines Eandes auf das Innere 
eines Kreises conform abgebildet werden. Es folgt daher auch in diesem 
Falle ebenso wie bei m^ ans der ii ber die Functionen c^{t) gemachten 
Annahme 4), dass ein einfach zusammenhängender Bereich E^ existiert, 
der in seinem Innem den Bereich E^ enthält und in dem w, = FE^{x) ist. 
Diese Methode, aus einem gegebenen Mittelwerte einen neuen ab- 
zuleiten, känn man beliebig fortsetzen und erhält so folgende Kette von 
Mittelwerten 



* Ann. de Técole norm., Hl ser., 16 (1899), p. 53. 
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^ = lim ^»(^)*o + ^i(0^ + ■ . ■ + fy(0^ + . » ■ 



(5) 



_ ,. Co(Om,(o) + cXOm,(l) + . . . + c,(t)m^(u) + ... 



^ j. go(0wii-i(o) + Ct(t)mn-iii) + . . . + Cv(<)m,-i(v) + . . . 

c,(0 + c.(0 + . . . + r,(f ) + . . . 



/-+" 



die eine Verallgemeinerung der von den Herm Hölder ^ und CesÅro ' 
aufgestellten Kette ist. Jeder Mittelwert dieser Kette ist wieder von dem- 
selben Charakter wie der Mittelwert m^. Da man infolge dessen die 
Schliisse, welehe bei der Einfiihrung von m, und m, aus der iiber die 
Functionen' c^(<) gemachten Annahme 4) gezogen wurden, auch auf jeden 
folgenden Mittelwert dieser Kette iibertragen känn, so existiert eine Folge 
von einfach zusammenhängenden Bereichen -B^ , -B, , . . . , -B„ , . . . von der 
Beschaffenheit, dass jeder Bereich E^ (v = i , 2 , . . .) im Innem des fol- 
genden Bereiches liegt und dass fiir alle Werte von x in demselben 
m^ = FE^{x) ist 

WoUen wir diese durch die Methode der Mittelwerte erhaltene Dar- 
stellung eines Functionszweiges mit den von Herrn Mittag-Leffler ge- 
gebenen Darstellungen vergleichen, so haben wir zu untersuchen, ob sich 
ein beliebiger Mittelwert m^ der Kette (5) auf eine derselben zuruckfuhren 



* Mathem. Ann., Bd. 20, (1882), p. 535, ff. 

' Bull. des Sciences matbem., 1890, p. 114, ff. 
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lässt, und ob die eben gemachten Annahraen dazu hinreichend sind, dass 

lim w„ in dem gaDzen zu den Elementen (2) gehörigen Hauptstern A 

»= +00 

convergiert. 

Um zur Lösung dieser Aufgabe zu gelangen, stellen wir zunächst m^ 
durch folgende Doppelreihe dar 

^^ j F{a) + F^^\a){x - a) + ^ F^-^\a){x - a)' \ 



m. = < 



vit)\ 



1 



\^\F{a) + F^^\a){x-a) + • • • + - "^ F^'\a){x - a)^ j 



^(0 1 



in der t grösser sein soU als eine beliebig grosse positive Zahl M. Diese 
Doppelreihe convergiert fiir alle Werte von Xy fiir welche m^ convergiert, 
und es ist dann ihr Grrenzwert gleich m, . Bezeichnet niimlich S^'^ die 
Summe derjenigen Terme, welche den crsten s Zeilen und r Colonnen 
dieser Doppelreihe angehören, so besteht die (jleichung w, = lim / lim S^*h 

nicht nur fiir r = s, sondern sie bleibt wegen des distributiven Charakters 
von Wj auch noch giltig wenn r und s verschiedene und von einander 
unabhängige Wert^ annehmen. Daraus ergibt sich, dass S^/^ auch zum 
Grenzwerte m^ convergiert, wenn man r und s gleichzeitig und unab- 
hängig von einander zum Grenzwerte + co iibergehen lässt; es besteht 
somit fiir alle Werte von x, fiir welche m, convergiert, die öleichung 



nL 



lim S^^ . Es känn aber der Convergenzbereich von lim S^^^ auch nicht 
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grösser sein als der von w,, da aus der Convergenz dieser Doppelreihe 
wieder die Convergenz von w, folgt. Aus der Convergenz von m^ folgt 
femer, dass auch die einzelnen Colonnen dieser Doppelreihe convergieren. 
Da dann nach einem zuerst von Herm O. Stolz auf gesteliten Satze ^ auch 
die Eeihe der Colonnensurame zu demselben Ghrenzwerte wie die Doppel- 
reihe coDvergiert, so gilt fur alle Werte von x, fiir welche m^ convergiert, 
auch die Gleichung m^ = lim / lim S^*^\, Endlich känn der Convergenz- 

bereich der Reihe der Colonnensummen dieser Doppelreihe nicht grösser 
sein als der Convergenz bereich von m, ; denn wegen des distributiven Cha- 
rakters der Beihe der Colonnensummen ergibt sich in derselben Weise wie 
aus der Convergenz von m^ wieder die Convergenz der Doppelreihe. Die 
GUeichung (3) geht somit durch diese Transformation iiber in die aqui- 
valente Gleichung 



00 00 



(6) m, = lim f; £ ^\^ . f F^'\a){x - «)*■ 

= lim y_éi\t)-^F^\a){x — aY 

wo cV^(0== y^. -^TTv ist, und es ist auf diese Weise m^ schon als Grenz- 

wert eines Ausdruckes dargestellt, der von derselben Form ist wie der von 
Herrn Mittag-Leffler in der I. note seiner Abhandlung fiir ein gn{^) 

auf gestellte Ausd ruch S c^"^ F^"^ ( ^ )(^ — ^7 - 

In derselben Weise känn man jetzt auch den als m^ definierten Aus- 
druck transformieren. Beriicksichtigt man, dass 

m,(i.) = (^\)^)F{a) + c^\)^)F^'\a)[x — a) + éi\y) ^ F^^\a)[x — a)^ + . . . 

I 

ist, so erhält man fur m, die unendliche Doppelreihe 



* Mathem. Ann., Bd. 24, (1884), p. 159; uber die weitere Ausfuhrung der 
Theorie der imendlichen Doppelreihen vgl. man: Princjhheim, Sitzungsber. der baier. 
Akad., math.-phys. Cl. 1897, p. lOI ff., Mathem. Ann., Bd. 53, (190O), p. 289 
ff., London, ebenda, p. 322 fF. 
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(7) 



9 
fl 



f 



(4')(o)i?'(a) + 4')(o)J?'W{a)(a;— a) + 4'>(o)r^J?'(«(«)(a; — 
I I- 

k'KO^(«) + cV>(i)F('>(a)(a;-a) + é-^ {i) ^F(\a){x - 

\é^i(i)F{a) + cVH2)F'>(o)(x — a) + é^ {2) ^ F^'\a){x — 
\ \1 



0)' + ... 






a)* + ... 



0)* + ... 



^|4'Hv)i^(a) + é^{y)F(\a){x-a) + 4')(,) ' 2<^(.)(a)(^_„)» + ...| 



falls t> M ist. Durch dieselben Schliisse wie bei der fruheren Doppel- 
reihe ergibt sich auch hier wieder aus der Convergenz von m^ die Con- 
vergenz der Doppelreihe (7) und ebenso ist der Convergenzbereich von (7) 
gleich dem von m,. Da femer wegen der uber die Functionen c^(t) ge- 
machten Annahme 2) die einzelnen Colonnen von (7) sicher im Conver- 
genzbereicbe von m^ convergieren, so besteht fiir alle Werte von x in 
diesem Bereiche wegen der Convergenz der Doppelreihe (7) auch die 
Qleichung 



(8) 



»«. = .ii-^.i:t^^^:^Wp;^^''^(«)(^ 



<-+» A,-o A,-=o 



af^ 



= lim '^cf[t)^F^'\a){x — a)\ 



< = +• A-O 



Endlich känn der Convergenzbereich des Ausdruckes auf der rechten Seite 
der letzten Gleichung nicht grösser sein als der von m^\ denn aus der 
Convergenz der Beihe der Colonnensummen von (7) folgt wieder die Conver- 
genz der Doppelreihe. Da somit m^ durch den Ausdruck auf der rechten 
Seite von (8) ersetzt werden känn, so ist auch dieser Mittelwert durch 
einen Grrenzwert dargestellt, der dieselbe Form hat wie der eben fur m^ 
erhaltene Grenzwert (6). 
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Mit Hilfe der fiir m^ erhaltenen Eeibe (8) känn man nan auch m^ 
in derselben Weise wie m^ transformieren und so beliebig fortfahren. Hat 
man nämlich einen Mittelwert w^_i durch den Grenzwert 

lim j^(fi:-'\t)^^F^'\a){x-aY 

dargestellt, so hat man, um auch m„ durch einen Grenzwert von derselben 
Form darzustellen, nur in der Doppelreihe (7) die 4'^/*) ( [ = O) ^ > ^i ...) 

durch 4""^^/^) zu ersetzen. Dadurch erhält man wieder eine unendliche 
Doppelreihe von derselben Form wie (7) und es ergibt sich durch Wieder- 
holung der friiheren Schliisse, dajäs ihr Grenzwert m^ dem Grenzwert der 
Beihe ihrer Colonnensummen gleich ist und ihr Convergenzbereich mit dem 
von m^ identisch ist. Durch diese successive Umformung der Mittelwerte 
der Kette (5) erhält man somit ebenso wie fur w, und w, auch fur jeden 
folgenden Mittelwert eine Darstellung von der Form 

(9) fn. = lim f^é:\t)l.F^'\a){x-aY. 

Vertauscht man nun in dem Ausdrucke auf der rechten Seite von 
(9) das Summenzeichen und das lim-Zeichen mit einander und setzt man 
lim 4"X0 == ^^\ ^ S®^* derselbe in die unendliche Beihe 



/" + » 



j;ici'^-LF^^\a){x-aY 



A. O 



iiber, deren Glieder von derselben Form sind wie die der Polynome ^^(x). 
Diese Vertauschung des Summenzeichens und des lim-Zeichens ist wirklich 
gestattet, da dadurch weder der Grenzwert noch der Convergenzbereich 
von (9) geändert wird. Es bleibt nämlich der zweifache Grenzwert (9), 
da in demselben t und X von einander unabhängig sind, unverändert, 
wenn man i und X unabhängig von einander zur Grenze + c>o iibergehen 
lässt und somit convergiert auch der Ausdruck 

(10) lim y(i'\t)^F^'\a){x — aY 

fiir alle Werte von re, fiir welche (9) convergiert, zum Grenzwerte w„. 

Äta mathématieu. 29. Imprimé le 4 Aofit 1904. 5 
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Wegen der Convergenz von lim 4"H0TT^^^^n^)(^ — ^Y ergibt sich daraus 

schon, dass fiir alle Werte von x im Greltungsbereiche von m^ die Gleich- 
ung besteht 

00 v 

y ]im c[^\t) ^ F^'\a){x — af = lim yr^\t)yF^'^a){x — a)' 

und daher 

(II) m,= £c«|i-F«(a)(a;-o)* 

Ä-0 |_ 

ist. Da ebenso umgekehrt ans der Convergenz der Keihe anf der rechten 
Seite von ( 1 1 ) die Convergenz von ( i o) und aus der Convergenz von ( i o) 
wieder die des Ausdruckes (9) folgt, so känn der Convergenzbereich der 
lieihe (11) auch nicht grösser sein als der von m^ und es darf somit die 
Gleichung (9) durch die Gleichung (11) ersetzt werden. 

Nachdem so durch die Verwandlung in eine unendliche Doppelreihe 
ein Mittel wert ni„ (w = i , 2 , 3 , . . .) der Kette (5) in die Eeihe (11) 
transformiert worden ist, känn man die durch die Methode der Mittelwerte 
sich ergebende Darstellung eines eindeutigen Functionszweiges FE^{x) 
jetzt unmittelbar auf dieselbe Form bringen, welche die von Herm Mittag- 
Leffler in der I. note seiner Abhandlung durch den Gh-enzwert eines 
Polynoms gn{^) erhaltene Darstellung eines Functionszweiges FX{x) hat. 
Setzt man nämlich 

ax)='^c^^^F^'\a){x-a)\ 

A-o l_ 

so känn man in derselben Weise wie Herr Mittag-Leffleu in dieser note 
Zahlen A^^ von solcher Beschaffenheit bestimmen, dass fiir alle Werte von 
X im Bereiche /?„ aus der Gleichung (11) die Ungleichung folgt 

\FE,{x) — f,{x)\<e, K>K^ (-»1,2,8,...) 

Diese Ausdriicke /*„(a;), auf welche jetzt die Mittelwerte (5) zuriickgefuhrt 
sind, unterscheiden sich von den Polynomen .^„(a:) nur noch durch die 
Form der von den Elementen (2), von x und von a unabhängigen Con- 
stanten 4"\ Doch ist dieser Unterschied zwischen den fn{^) und gn{^) 
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insofem nicht mehr ein wesentlicher, als anch die /"»(a?) durch die in der 
I. note der Abhandlung des Herm Mittag-Leffler angegebene Methode 
erhalten werden können. Wie Herr Mittag-Leffler bemerkt/ lassen sich 
nämlich durch diese Methode ausser den <7„(ic) noch beliebig viele andere 
Polynome angeben, welche denselben Bedingungen wie die ffn{^) genugen 
und sich von diesen wie die /*„(a;) nur durch die Form der Constanten 
cj*^ unterscheiden. Es ist somit die durch die Methode der Mittelwerte 
sich ergebende Darstellung eines Functionszweiges nicht nur von derselben 
äusseren Form wie die durch die^^(a;) des Herrn Mittag-Leffler, sondern 
man känn sogar zu den Ausdriicken (5) anstått durch die Methode der 
Mittelwerte auch durch die in der I. note verwendete Methode des Herrn 
Mittag-Leffler gelangen. 

Die Methode der Mittelwerte steht ferner auch in enger Beziehung 
zu der in der H. note des Herm Mittag-Leffler angegebenen Darstellung 
eines Functionszweiges. Die als Mittelwerte definierten Ausdriicke (5) känn 
man nämlich auch durch n-fach unendliche Eeihen darstellen, welche ana- 
loge Eigenschaften besitzen wie die von Herm Mittag-Leffler in dieser 

(1) 
note zur Darstellung eines Functionszweiges FÄ^''^{x) verwendeten ri-fach 

unendlichen Eeihen. Zu dieser Darstellung der Ausdriicke (5) gelangt man, 

wenn man den Ausdruck auf der rechten Seite von (9) in der Form schreibt 

Da man auch hier das lim-Zeichen unter die Summenzeichen setzen känn, 
so erhält man f iir m^ dte n + i -fach unendliche Eeihe 



oo 



(12) m.= r Z Z Z (^^...,^.F^''\a){x — af^ (n=.., , 



wo 



>) —lim— ^^ <^^n^xi^n) 



/ = + « 



K <pW ' ' ' <pW 



ist. Diese n + i-fach unendlichen Eeihen sind nun schon denen des Herrn 
Mittag-Leffler analog. Denn zunächst haben die Eeihen (12) gleich den 



' Acta mathem., Bd. 23, p. 60. 
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genannten die Eigenschaft, dass fur alle Werte von a;, fiir welche t», 
gleichmässig convergiert, auch die einzelnen Reihen 



oo 



A...... = , 2:/4...,.,.2'W(a)(:«; - o)^' 

/A|...A||^1 ' A|...A|( 

A» =3 



ff 
00 

f= ^fx 

gleichmässig convergieren, so dass nach der Definition des Herm Mittag- 
Leffler ^ fur diese Werte von x auch die einem Mittelwerte m^ ent- 
sprechende ri + i-fach unendliche Eeihe (12) gleichmässig convergiert. 
Während femer eine Beihe (12) bei dieser Art der Summation fur alle 
Werte von x im Convergenzbereiche von m^ convergiert, känn man sie 
ebenso wie die w-fach unendlichen Beihen Mittag-Leffler*8 auch in solcher 
Weise summieren, dass sie nur innerhalb des Convergenzkreises der Eeihe 
(i) convergiert. Sodann treten in den w+ i-fach unendlichen Beihen (12) 
ausser den Elementen (2) und den Potenzen von o; — a in derselben Weise 
wie bei den Beihen des Herm Mittag-Leffler nur noch Constanten 
4"a,...a,m SLuf, die von den Elementen (2), von a;, und von a unabhängig 
sind. Endlich enthält zufolge der iiber die Functionen c^{t) gemacht-en 
Annahme 4) der Convergenzbereich einer 71+ i -f ach unendlichen Beihe 
den Convergenzbereich der dem vorhergehenden Mittelwerte iw,_i ent- 
sprechenden 72-fach unendlichen Beihe als Theilbereich. Somit unterscheiden 
sich die ri + i-fach unendlichen Beihen (12) von denen des Herm Mittag- 
Leffler nur dadurch, dass die Constanten ^ijl^ji^i von den in den letzteren 
Beihen auftretenden Constanten Cx^x^„.x^ verschieden sind und infolge dessen 
auch die Convergenzbereiche der Beihen (12) nicht dieselben Eigenschaften 
besitzen wie die von Herm Mittag-Leffler in der IL uote defiiuerteix 



^ Acta matbem., Bd. 24, p. 189. 
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Bereiche A^*' . Da sich aber anch durch die Methode der II. note ausser 
den dort von Herm Mittag-Leffleu eingefuhrten ri-fach unendlichen 
Reihen noch beliebig viele andere Arten von w-fach unendlichen Beihen 
angeben lassen, die sich von denen Mittag-Lefflbu*s wie die Beihen (12) 
nur durch die Form der darin auftretenden Constanten unterscheiden, so 
ist die zwischen den w-fach unendlichen Reihen (12) und denen Mittag- 
Lefflbr*8 bestehende Analogie schon dazu hinreichend, dass die Reihen 
(12) auch durch die Methode der II. note erhalten werden können. Dar- 
aus folgti dass man zu den Ausdriicken (5) anstått durch die Methode 
der Mittelwerte auch dadurch gelangen känn, dass man von den Eigen- 
schaften der 72-fach unendlichen Reihen ausgeht. 

Dieses durch die Transformation der Ausdriicke (5) erhaltene Resultat, 
dass man zu den Mittelwerten (5) auch durch die von Herrn Mittag- 
Leffler in der I und II note seiner Abhandlung angegebenen elementaren 
Methoden gelangen känn, bietet einerseits eine Ergänzung zum § 2 der 
IV note dieser Abhandlung, wo Herr Mittag -Leffler zu Herm Borel's 
limite généralisée der Polge So » ^1 ' • • • > ^« > • • • kommt, indem er vom 
CAUCHY^schen Integral ausgeht. Andererseits ist dasselbe von besonderer 
Bedeutung fur die weitere Ausbildung der Theorie der Mittelwerte. Es 
ergibt sich nämlich durch diese Zuruckfuhrung der Mittelwerte auf Poly- 



^ 



nome von der Form "^ é;^^ -r- F^"*^ {a){x — a)" und auf ri-fach unendliche 

Reihen von demselben Typus wie die des Herm Mittag-Lefflbr die 
Eigenschaft der Mittelwerte, dass sie ausserhalb des Convergenzkreises der 
Reihe (1) die Function F{x) darstellen können, als eine Folge davon, dass 
diese viel allgemeineren Ausdrucke dieselbe Eigenschaft besitzen, und findet 
so darin gewissermassen ihre Erklärung. Zugleich bietet sich dadurch, dass 
man die Mittelwerte als speciellen Fall dieser allgemeineren Ausdrucke 
auffasst, auch die Möglichkeit, die Methode der Mittelwerte zu vervoU- 
kommnen. 

Dass eine VervoUkommnung dieser Methode wirkUch wiinschenswert 
ist, findet man schon, wenn man untersucht, ob die im Anfange gemachten 
Annahmen dazu hinreichend sind, dass lim m^ innerhalb des ganzen zu 

den Elementen (2) gehörigen Hauptsternes Ä convergiere. Dabei ergibt 
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sich nämlich, dass die Methode der Mittelwerto nicht densolben (xrad von 
AUgemeinheit besitzt wie die Methoden des Herrn Mittag-Leffleh. Denn 
daraus, dass der einem Mittelwerte m^ entsprechende Bereich E^ den Be- 
reich E^_i in seinem Innern enthält und die fiir m^ gefundene Reihe (ii) 
von derselben Form ist wie die Polynome gn{^)y welche die Eigenschaft 
haben, dass lim g^i^) innerhalb A convergiert, folgt noch nicht, dass lim m^ 

innerhalb des ganzen zu den Elementen (2) gehörigen Hauptstems A con- 
vergiert. Um dies zu zeigen, hat man nur in (5) 

c^t) = — und F[x) = I + 05 + a;' + . . . 
zu setzen. Man erhält dann fiir m^ , m, , w, , . . . die Werte 

m, =]im e-^Y^ ^{i ^ X + x^ + . . . + X') = lim ["--i— _^1-] 



W3 



=iim .-v^r-^ — ^= lim r-i — ^:^:=::^i 

=„„ e-y f I-! — ^^^:^\=: lim I" -i — '"■-'"-'] 



Setzt man a; = c + 7« , so sind die Convergenzbereiche E^ , E^ ^ E^ y . . . 
dieser Mittelwerte bestimmt durch die Ungleichungen 



e^^ cos 7] < I 



.c- 1 



e'' *^°«^-'cos(sin7)< i 
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Zufolge der ersten Ungleichung ist der Convergenzbereich von w, jener 
Theil der Ebene, welcher links von der im Punkte a; = + i auf die reelle 
Achse gezogenen Normalen liegt. Die zweite Ungleichung ist zunächst 
wieder erfiillt fiir f < i. Sie ist femer erfiillt fiir alle Werte von a;, fiir 
welche cosiy negativ ist, also fur 

2k7r + -<yj< ^JCTT +V» * = 0, + I,±2, 

Diese Werte von x liegen in Streifen von der Breite ;r, welche parallel 
zur reellen Achse in Zwischenräumen S^ von der Breite tt ins Unendliche 
verlaufen. Endlich ist die zweite Ungleichung noch erfiillt fiir solche 
Werte von o?, fiir welche f >^ i ist und cosrj zwar positiv, aber geniigend 
klein ist. Diese Werte von x liegen in den Zwischenräumen S^^ auf der 
äusseren Seite der Curven e^'"*cosiy= i, welche die im Punkte x= + i 
auf die reelle Achse errichtete Normale in den Punkten 

y9 = 2Ä;;r, Ä = o, + i, + 2,.., 

beriihren und die Ghrenzgeraden der Zwischenräume S^ zu Asymptoten 
haben. Ebenso wie in der zweiten Ungleichung lässt sich auch in den 
folgenden Ungleichungen die linke Seite in zwei Pactoren zerlegen, von 
denen der erste fiir alle Werte von rr, fur welche die vorhergehende Un- 
gleichung erfiillt ist, kleiner ist als Eins, während der andere ein Cosinus 
ist. In diesen Ungleichungen zeigt somit der erste Pactor dasselbe Ver- 
halten wie e^"^ in der zweiten Ungleichung; dagegen unterscheidet sich 
in denselben der aus dem Cosinus bestehende Pactor von dem in der zweiten 
Ungleichung auftretenden analogen Pactor cos rj dadurch, dass er nicht mehr 
negativ werden känn. Infolge dessen bleibt unter den eben gemachten 
Annahmen durch die Bildung der Mittelwerte wtj , w^ , . . . , m^, die Ver- 
grösserung des Convergenzbereiches darauf beschränkt, dass in jedem 
Zwischenräume S^ an Stelle der Grenzcurve des Bereiches E^ (y > 2) eine 
andere Grenzcurve tritt, die zwar innerhalb des von der Grenzcurve des 
vorhergehenden Bereiches eingeschlossenen Gebietes liegt, aber zugleich die 
im Punkte a? = + i auf die reelle Achse errichtete Normale im Punkte 
yj z= 2k7r beriihrt und sich in ihrem weiteren Verlaufe wieder den beiden 
Grenzgeraden von Sj^ nähert. Da der zu den Elementen i , |^, |3, . . ., |^, . . . 
gehörige Hauptstern Ä aus der ganzen Ebene mit Ausschluss des Theiles 
(+ I , + co) der reellen Achse besteht, so convergiert daher der Grenzwert 
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lim w„, den man durch fortgesetzte Anwendung dieser Art von Mittel- 

bildung auf die Partialsummen der geometrischen Beihe erhält, nur in 
einem Theilbereiche des zu diesen Elementen gehörigen Hauptsterns. Wie 
dieses einfache Beispiel zeigt, sind also die im Anfange dieses Paragraphen 
iiber die Functionen r^(^) gemachten Annahmen noch nicht dazu hin- 
reichend, dass man durch Anwendung der Mittelbildung auf die Partial- 
summen s^ , Sj , 5j , . . . , s„ , . . . der Eeihe ( i ) zu einem Ausdrucke gelangt, 
der im ganzen zu den Elementen (2) gehörigen Hauptsterne Ä convergiert. 



II. 

Ebenso wie die Methode der Mittelwerte steht auch die Transforma- 
tion des Herrn Lindelöf * mit den Methoden des Herrn Mittag-Leffler 
dadurch in enger Beziehung, dass man zu der Darstellung des Functions- 
zweiges FÄ{x)y die man durch diese Transformation erhält, auch von dem 
Glesichtspunkte aus gelangen känn, von welchem Herr Mittag-Leffler in 
der n note seiner Abhandlung ausgeht. Bevor wir jedoch dies nach- 
weisen, woUen wir das zu diesem Beweise Nothwendige aus der Arbeit 
des Herrn Lindelöf hier anfiihren. 

Wie Herr Mittag-Leffler setzt auch Herr Lindelöf voraus, dass 
die Function F{x) durch die Eeihe (i) und deren anal3rtische Fortsetzung 
definiert sei. Um diese durch die Elemente (2) bestimmte Function in 
einem einfach zusammenhängenden Gebiete T, innerhalb dessen sie iiberall 
regulär ist, durch einen expliciten Ausdruck darzustellen, verwendet er die 
conforme Abbildung. Nach dem Di richlet 'schen Princip existiert nämlich 
unter sehr allgemeinen Bedingungen beti'e£Ps des Eandes von T eine ana- 
lytische Function t = ff{x)y durch welche der Bereich T conform auf den 
Kreis |^|<i abgebildet wird. Diese Function ff{x) ist dann im Innem 
von T regulär, und ebenso ist auch die umgekehrte Function re = ^(/) 
regulär im Innem des Kreises j^|<i. Ordnet man dem Punkte x = a 
den Punkt t = o zu, so erhält man daher in der Umgebung des Punktes 
t = o f ur X — a eine Eeihe von der Form 

(13) x — a = oi^t + d^f + . . . . 

^ Acta 90C. scient. Fennicae, tom. 24. 
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Indem nun Herr LindelOf diesen fur x — a erhaltenen Ausdruck in die 
Reihe (i) einsetzt und dann die auf diese Weise sich ergebende Keihe 
nach Poteuzen von t ordnet, erhält er fur F{x) eine Eeihe von der Form 

(14) Fix) = /9, + /9,j.(x) + ^,[^{x)y + Ä[j.(a;)]» + . . . , 

die innerhalb des Bereiches T convergiert. Da nun der zu den Elementen 
(2) gehörige Hauptstem Ä ein Bereich T ist, so känn man, falls der Bereich 
Ä conform auf einen Elreis abgebildet werden känn, durch diese Trans- 
formation auch eine Darstellung des Functionszweiges FÄ{x) erhalten. 

Der oben angegebene Zusammenhang der Transformation des Herm 
LindelOf mit den Methoden des Herm Mittag-Lbffler ergibt sich nun 
daraus, dass man zur Einfuhrung dieser Transformation auch gelangen 
känn, indem man von den Eigenschaften der unendlichen Doppelreihen 
ausgeht. Diese können nämlich noch convergieren, ohne dass eine einzige 
Zeile öder Colonne convergiert; femer können ausser der Doppelreihe z. B. 
auch die einzelnen Colonnen convergieren, während die Zeilen divergieren. 
Indem sich aus diesen Eigenschaften der unendlichen Doppelreihen die 
Möglichkeit ergibt, eine Potenzreihe in eine unendliche Doppelreihe zu 
verwandeln, in der die einzelnen Zeilen z. B. nur innerhalb des Conver- 
genzkreises der gegebenen Potenzreihe, die Colonnen aber und die Doppel- 
reihe selbst ausserdem noch in einem gewissen Bereiche ausserhalb dieses 
Convergenzkreises convergieren, erscheint die Vervandlung einer Potenz- 
reihe in eine solche unendliche Doppelreihe als ein geeignetes Mittel, um 
jene in einen Ausdruck mit grösserem Geltungsbereich zu transformieren. 
ITnter den vielen möglichen Arten, eine Potenzreihe (i) in eine Doppel- 
reihe mit grösserem Convergenzbereiche zu verwandeln, ist die sehr nahe- 
liegend, eine solche Doppelreihe dadurch herzustellen, dass man x als 
Punction einer neuen Veränderlichen darstellt. Denn setzt man wie vorhin 
x^=<p{t), so dass wieder fiir geniigend kleine Werte vod t die Gleichung 
(13) besteht, so geht die Keihe (i) in die Doppelreihe iiber 

F{a) + F^'\a)a,t + F^'\a)a,t' + F^'\a)aJ' + . . . 

L-F^'^\a)a]t' + j^F^^\a)2a,a,t' + ,., 

11 i 



Aela maUmuUim. 29. Imprimé le 4 aoAt 1904. 
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welche schon den Bedingungen geniigt, unter denen raan durch die Ver- 
wandlung einer Potenzreihe in eine unendliche Doppelreihe zu einem Aus- 
drucke mit grösserem Geltungsbereiche gelangt. Da nämlich die Beihe 
der ColonnensTinmien dieser Doppelreihe mit der Reihe auf der rechten 
Seite von (14) identisch ist, so convergieren ihre Colonnen und die Reihe 
ihrer Colonnensummen innerhalb des Bereiches T, während dies bei den 
Zeilen und bei der Reihe der Zeilensummen nicht mehr der Fall ist. 
Ausserdem folgt nach einem Satze des Herm Stolz ^ aus der Convergenz 
der Reihe der Colonnensummen dieser Doppelreihe, dass auch die Doppel- 
reihe innerhalb T convergiert. Somit känn man zur Gleichung (14) auch 
gelangen, indem man davon ausgeht, dass eine unendliche Doppelreihe und 
die Reihe ihrer Colonnensummen noch convergieren können, ohne dass ihre 
Zeilen convergieren. Da die Doppelreihen dieser Art ein specieller Fall 
der 72-fach unendlichen Reihen Mittag-Leffleu^s sind, so ist dadurch zu- 
gleich nachgewiesen, dass man die durch die Transformation des Herrn 
LiNDELöF sich ergebende Darstellung eines Functionszweiges auch durch 
dasselbe Princip erhält, von dem Herr Mittag-Leffler in der H note 
seiner Abhandlung ausgeht. 



III. 

Schon zufolge der bisher erhaltenen Resultate stehen auch die durch 
die Methode der Mittelwerte und durch die Transformation des Herm 
LiNDELÖF sich ergebenden Darstellungen eines Functionszweiges dadurch 
zu einander in Beziehung, dass man zu denselben durch Anwendung des- 
selben Princips gelangen känn. Ebenso wie die Transformation des Herrn 
LindelOf känn man nämlich auch den Mittelwert der Partialsummen s^, 
s, , s, , ... und allgemein den Mittelwert der Ausdriicke w^^,(/£) (v = 1 , 2, 
3, ...; [x^ o ^ I, 2, ...) einfuhren, indem man von den Eigenschaften 
der unendlichen Doppelreihen ausgeht; denn auch die Doppelreihen (6) 
und (8) und die der letzteren analogen Doppelreihen, welche den Mittel- 
werten Wg , w^ , . . . entsprechen, haben die Eigenschaft, dass sie und die 
Reihen ihrer Colonnensummen noch in einem gewissen Bereiche ausserhalb 
des Convergenzbereiches der Reihe ihrer Zeilensummen convergieren. Man 

* Mathem. Annalen, Bd. 24, (1884), p. 169. 
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känn aber die durch die Methode der Mittel werte und die durch die Me- 
thode des Herrn Lindelöf sich ergebenden Darstellungen eines Functions- 

zweiges nicht nur durch Anwendung desselben Princips erhalten, sondern 

t 

man känn zur Gleichung (14) in dem Falle, wo x — a = —j—. und daher 

t = — — ^— ist (EuLER*sche Formel), und zu den Mittelwerten m^ , iWj, ... 

sogar durch denselben Prozess gelangen. Dieser Prozess besteht in der 
successiven Anwendung der Identitiit 

(15) Z ^{v)A<p{u) = fi{a-\-Hd)(p{a + 7id) —f>{a)<p{a)— Z ^{u + d)Af>{if), 

welche Herr Mahkoff als die Formel der partiellen Summation bezeichnet.* 
Doch schreiben wir im Folgenden die Potenzreihe (i) immer in der Form 



^(i^z\ da sonst einige Ausdrucke wegen der darin auftretenden DiJBte- 

renzen ziemlich schwerfällig wiirden. 

Um die EuLER^sche Formel durch successive Anwendung der Identität 

(15) zu erhalten, hat man in derselben a= i, d=ij <p{u) = — - — und 

daher A^{u)=^f zu setzen. 

Es ergibt sich dann aus derselben die Formel 



»" / N . Z 



Tf^{u)=j--^^{i)-j--^^{n)+j--^T/Ay:{v). 



Wendet man nun diese Identität auf die Summen 






* Differenzenrechnungy iibers. v. Fkiesendorff u. PrOmm, 1896, p. loi. — tJber 
diese Beziehung der Methode der Mittelwerte zur EuLER^schen Formel und die daraus 
sich ergebende Verwandlung der Mittelwerte (5) in n-fach unendliche Reihen Mittag- 
Lefflers vergleiche man auch die Aufsätze des Verfassers: Vher BoreVs Veralhje- 
meinerting des Grenzbegriffes, Monatshefte f. Math. u. Phys., XII, 1901 ; Znriick- 
fuhrwig der allgenmnen MitUdbildung BoreVs auf Mittag- Leff ler* s n-fach unendliche Bdhen, 
ebenda, XIV, 1903. 
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an, indem man der Beihe nach ff(p) gleich a^ , Aa^ , ..., A*" ^a^ setzt, so 
erhält man ein System von w Glleichiingen, aus dem sich ergibt ' 

(.6) ^ «,^ = o. + £ (^J A'-'a. + (-j^r £^A"a, 

Der Ausdruck auf der rechten Seite dieser Gleichung convergiert nun, 
wenn m und n genugend gross genommen werden, fur alle Werte von x^ 
fur welche die Eeihe 

(17) F{x) = a, + a,(j^^ + Aa.(^ *-J + ...+ A-«,(-p^J + . .. 

convergiert, und nur f iir diese Werte von x und sein Grenzwert ist gleich 
dem Grrenzwerte dieser Eeihe. Um dies zu zeigen, stellen wir die rechte 
Seite von (i6) durch folgende Doppelreihe dar 



* Markoff, ebenda, p. i8o u. I02. — In derselben Weise wie bei dem im 

at 



Texte bebandelten Falle känn man auch in dem etwas allgemeineren Falle, wo z = 



I +t 



z 

und daher t = ist, falls a eine positive reelle Grösse bezeichnet, durch Anwendung 

a — z 

der Formel der partiellen Summation zur Gleichung (14) gelangen. Durch diese 8ub- 

stitution erhält man nämlich fQr F(x) die Darstellung 



F(x 



a — z \a — z/ \a — z/ 



wo 



ist. Man hat daher, um zu dieser Darstellung durch Anwendung der Formel der par- 
tiellen Summation zu gelangen, nur zu beachten, dass 

CO OO / \ ** 

^ a,«»' = ^ a^a^^l^j = ]^ 0^/*' ist. 

y«0 w»0 ' y=0 



1 — 3 



(i8) 
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».[(T^)'+(r)(ié,)'+...+(„-)(^)-] 

«.[(v^)"+-+U)(t^J] 

+ ( JJ3) (t3^)"[^^«» +^'^«* + - +^"^«.+ J - 






»■•»•'A'». 

(•-«)' 



Lässt man in dieser Doppelreihe ni ond /2 onabhängig von einander zur 
Grenze + co iibergehen, so ist sie äquivalent der dem Ausdrucke P ent- 
sprechenden Doppelreihe 

«.[(Té,)"+(r)(Té,)-+..+ a(Té,)-...] 

«.[(t^)' + . . . + (r4)(Té.)--] 

(19) 



4(Té,)'+...+ (-:)(Té-.)'-] 
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die nach dem Fruheren fiir alle Werte von re, fur welche die Reihe (17) 
eonvergiert, zu demselben Grenzwert wie diese Reihe convergiert. Denn 
zunäehst ergibt sich, dass fur alle Werte von x im Convergenzbereiche 
von (19) der dem Ausdruek Q entspreehende Theil der Doppelreihe (18) 
zum Grenzwerte NuU eonvergiert. Fiir diese Werte von x ist nämlich 









<«, 



falls m > </, , « > .9, ist. Verwandelt man dieses Restglied in die Doppelreihe 

(~)-A-„,[^_ (t^^'+ • • • + (- O-lr^)'-] 
(t^)--«.[(t^.)"+ •■+ (r-\)(T^)' ■] 



(~)><(^^.)'+••■+ CJG-i-.)'-] 



so sieht man, dass der Grenzwert dieser Doppelreihe aueh gleieh ist dem 
Grenzwerte lim Q, Daher ist fiir alle Werte von a;, fiir welche die 



m, hbqo 



Doppelreihe (19) convergiert lim (? = o, und es convergiert somit fiir 

diese Werte von x auch der dem Ausdrucke Q entspreehende Theil der 
Doppelreihe (18) zum Grenzwerte NuU. Ferner convergiert bei geniigend 
grossem n der Ausdruek B fiir alle Werte von x innerhalb des Conver- 
genzbereiches der Reihe (17) zum Grenzwerte NuU; denn derselbe entsteht 
durch Anwendung der EuLER^schen Transformation auf das Restglied 

Es convergiert daher fiir alle Wert6 von x^ fiir welche die Doppelreihe 
(19) convergiert, auch die Doppelreihe (18) zu demselben Grenzwerte wie 
(19). Endlich folgt umgekehrt aus der Convergenz der Doppelreihe (18) 
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auch die Convergenz von (19), da dann der den Termen Q und R ent- 
sprechende Theil der Doppelreihe (19) als Restglied derselben zum Grenz- 
wert NuU convergiert. Es ist somit die durch Anwendung der partiellen 
Summation entstehende Doppelreihe (18) der durch Substitution sich er- 
gebenden Doppelreihe (19) äquivalent, und man känn daher die Euler sche 
Formel auch durch Anwendung der partiellen Summation erhalten. 

Um in analoger Weise mittels der Formel der partiellen Summation 
auch zu den Mittelwerten m^ , w, , . . . , w^ , . . . zu gelangen, fiihren wir 
Functionen j'r{t) ein, von denen wir vorläufig nur voraussetzen, dass fiir 
jedes beliebige ganzzahlige positive r, — limr= + co nicht ausgeschlos- 

TrCt) 

sen — , lim — — gleichmässig zum Ghrenzwert NuU convergiere. Zufolge 

dieser Voraussetzung ist dann 

lim -^ = I 

und es convergiert die Eeihe lim ^ ( m i- ) ^"^'^ gleichmässig zum Grenz- 
werte ^a^z\ Setzt man nun in (15) 

und daher 

80 folgt daraus die Gleichung 

Um nun zunächst zum Mittelwerte tw, zu gelangen, wenden wir dieso 
Formeln auf die Summen 

,ijr.|:(^[é^)v, K»,i(ji^)'AK., 

.1™. t (i^»)'^-'"---' 
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an, indem wir der Reihe nach ^(y) gleich 

setzen. Dadureh erhalten wir ein System von m Gleichungen, aus dem 
sich, wenn wir die Producte 

r,(0.r,(0.r,(0,---,r,{0-r,(0-.-r«(0 

der Kiirze wegen mit äTj ,&,,..., A:^ bezeichnen, die GHeichung ergibt 

N 



v=l ' 



Um [y ^A-\a,z) + ^ V (-77^^ 

Driickt man in dieser Gleichung die Differenzen A'"'^{a^^iZ^'^^) durch die 
Differenzen A^s^ der Partialsummen der Potenzreihe (i) aus und bezeichnet 
k^ eine Funktion von t von der Beschaffenheit, dass 



lim k^ = I 



ist, SO ergibt sich daraus die Gleichung 



(21) Jlay = 



lim Tv ^ A's, + i^ V (-^^-V A"^'*,., —V^ aX-,1 

= 11+1+ K, 

von der man zum Mittelwerte m^ in analoger Weise gelangt wie von der 
Gleichung (16) zur EuLER^schen Formel. Man erhält nämlich fiir den 
Ausdruck H, indem man m zur Grenze + 00 iibergehen lässt, die Doppel- 
reihe 
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(22) 






^[*,-...+(-0''-''(,:^)"-] 



in der die Beihe der Zeilensummen fiir geniigend grosse Werte von t schon 
den Mittelwert m^ darstellt, falls 



— [^• — A;,+, + ... + (— O" " (n_'m) •••]"" 



c«(0 
f(0 



(maO, l.S,...) 



ist. 



Bevor wir zum Nachweis ubergehen, dass sich der Ausdruck auf der 
rechten Seite von (21), wenn m und n genugend gross genommen werden, 
auf die Doppelreihe (22) zuriickfuhren lässt, haben wir daher noch zu unter- 
suchen, ob man einen Mittelwert m^ dnrch eine solche Doppekeihe dar- 
stellen känn. * Damit dies der Fall ist, muss vor allem fur lim < = + cx) 
das Gleichungssystem bestehen 



(23) 



*.+f7- 



+ (-0' 



n 



K-K + + (-!)"-' 



(»-!)•' 



= P, 



• =Pl 



T^- 



+ (-'r'j^-..]=P, 



TO L " ' ^ '' (n ~ «») J •^'" 



' In dem Falle, wo c,{t) = -j — ist, sieht man anmittelbar, daas dies zutrifft; 

t* 
denn man hat dann nar in m, fiir e~' die Beihe I — t + -r— . . , einzusetzen. 

2 
J«to mattu ma iiea. 29. Imprlmi I» 8 aoOt 19(M. 7 
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wo der Kiirze wegen 



<p{t) 



p^ (p = O , I , 2 , . . .) gesetzt ist. Denkt man 



sich die Ausdrucke auf beiden Seiten dieses Gleichungssystems nach Po- 
tenzen von t entwickelt, so ist dasselbe identisch erfullt, wenn die Coeffi- 
cienten jeder Potenz von t auf beiden Seiten desselben einander gleich 
sind und die Eeihen auf der Unken Seite f iir lim ^ = + co gleichmässig 
convergieren. Um Functionen k^ zu finden, welche diesem Q-leichungs- 
system geniigen, stellen wir daher die k,, durch Potenzreihen mit unbe- 
stimmten Coefficienten dar und bestimmen dann dieselben dadurch, dass 
wir die Coefficienten von C (v = . . . , i , 2 , 3 , . . .) auf beiden Seiten von 
(23) einander gleich setzen. Setzt man demnach 



(24) 



K = ^k^^f 



(r-0.1,2,...) 



und entwickelt man auch die Functionen p^ nach Potenzen von <, so dass 



(25) 






(«-0,1,3,...) 



ist, so erhält man auf diese Weise zur Bestimmung der Functionen Av 
Gleichungssysteme von der Form 



(26) ' 



Jéy) — lé(> + '^ 



+ (-0" 



ifcW 



if-u-i> + + (-i) 



n 



Sy) 



n—\ 



\[n^- 



:(n-i) • 



» 



= 7cf 






!(«-i2) J 



I 

m 



it'-...+{-ir 



— m 



rCn 



\{n-m)' ' ' 



] =-- r. 



Da nun die c^{t) und infolge dessen auch die tt^^^ als bekannt vorausgesetzt 
sind, so stellt (26) ein unendliches lineares Gleichungssystera zur Bastim- 
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machten Annahmen f ur lim < = + oo die Eeihe ihrer Zeilensummen ab- 
solut. Daher convergieren f iir lim t = + oo auch die Colonnen und die 
Eeihe der Colonnensummen dieser Doppelreihe absolut und es ist der Ghrenz- 
wert der letzteren Eeihe gleich dem Grenzwerte der Eeihe der Zeilensummen. 
Somit sind fiir lim < = + oo die aus den Lösungen der Gleichungssysteme 
(26) fur die Ä^ (r = o, I , 2 , ...) sich ergebenden Eeihen absolut convergent 
und die Eeihen (27) gleichmässig convergent und es geniigen die zuerst 
genannten Eeihen wirkUch dem Gleichungssysteme (23). 

Dazu, dass sich ein Mittelwert m^ durch eine Doppelreihe darstellen 
lässt, welche man in derselben Weise wie die Doppelreihe (22) durch An- 
wendung der partiellen Summation erhalten känn, ist aber ausserdem noch 
nothwendig, dass die dem Gleichungssystem (23) geniigenden Functionen 
k^ fiir lim^= + cx) dasselbe Verhalten zeigen wie die in (22) auftreten- 

den Functionen Ä^, d. h. fiir Um<= + cx) muss k^ = i sein und die 

k 
Quotienten -r^ (r =s i , 2 , . . .) miissen zum Grenzwert + 00 convergieren. 

T Kr — 1 

Dies ist auch in der That der Fall. Denn zunächst ergibt sich leicht, 
dass man aus den Gleichungssystemen (26) fiir k^ immer eine Eeihe von 
solcher Beschaffenheit erhalten känn, dass lim A:^ = i ist, da sowohl der 

Grenzwert als auch der Convergenzbereich von m^ unabhängig davon ist, 
welche Werte eine endliche Anzahl der Functionen c^{t) annimmt. Ist 
die aus (26) fiir k^ sich ergebende Eeihe nicht schon von vomherein von 
dieser Beschaffenheit, so känn man daher die Abänderung der endUchen 
Anzahl der Functionen r^(<), welche nothwendig ist, um dies zu erreichen, 
ausfiihren, ohne dass dadurch der Grenzwert öder der Convergenzbereich 
von mj geändert wird. Um auch zu zeigen, dass in den Eeihen (27) die 

Quotienten -7^ fiir lim ^ = + 00 zum Grenzwert + cx) convergieren, gehen 

wir von der iiber die Functionen c^{t) gemachten Voraussetzung 3) aus, 
vermöge welcher 

(28) lim ,{. = lim -^ = 4. co (r-i.«,...) 

ist. Da nun die Eeihen (27) die Eigenschaft haben, dass die r^ (^ = 1,2,3,...) 
aus der r — i ^^^^ dadurch entsteht, dass man die Glieder der letzteren der 
Eeihe nach mit 
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können jedoch die c^{t) schon von vornherein so beschaffen sein, dass auch 
diese letzteren Ausdriicke f iir lim t=-\-oo zum Grenzwerte + co con- 
vergieren. Im andern Falle ist wieder eine entsprechende Abänderung 
einer endlichen Anzahl von Functionen c^{t) dazu hinreichend, um ans den 
Gleichungssystemen (26) fur ^0 > *i > • • > **, Röihen von solcher Beschaffen- 
heit zu erhalten, dass die Quotienten (29) fiir lim t = + cx) zum Grenzwerte 
+ CO convergieren. Es ist daher allgemein fur r = i , 2 , 3 , . . . , w , . . . 

lim i = Um ^^-^ = + 00 

und es geniigen semit die aus den Gleichungen (26) und (24) fiir die ky 
sich ergebenden Eeihen denselben Bedingungen wie die in (22) auftreten- 
den Functionen ky. 

c (t) 
Fiihrt man nun in m^ fiir die Functionen '^ . - (s = o , i , 2 , . . .) die 

Beihen (27) ein, so geht m^ schon in die Eeihe der Zeilensummen einer 
Doppelreihe (22) iiber. Daraus ergibt sich unmittelbar, dass fiir alle Werte 
von X im Convergenzbereiche von w, auch die diesem Mittelwerte ent- 
sprechende Doppelreihe zum Grenzwerte m^ convergiert, da aus denselben 
Gr linden wie bei den friiheren Doppelreihen auch bei einer Doppelreihe 
(22) aus der Convergenz der Reihe ihrer Zeilensummen die Convergenz 
der Doppelreihe folgt. Es känn aber der Gonvergenzbereich einer einem 
Mittelwert m^ entsprechenden Doppelreihe (22) auch nicht grösser sein als 
der von m^ . Da nämlich fiir lim ^ = + 00 die Zeilen einer solchen Dop- 
pelreihe (22) convergieren, so folgt aus der Convergenz der Doppelreihe die 
Convergenz der Keilie ihrer Zeilensummen und somit die Convergenz von m^ . 
Nachdem nachgewiesen ist, dass man einen Mittelwert m^ immer 
durch eine Doppelreihe (22) ersetzen känn, so ergibt sich jetzt leicht, dass 
man von einer Potenzreihe (1) zum Mittelwerte Wj durch Anwendung der 
Formel der partiellen Summation gelangen känn. Denn der durch An- 
wendung dieser Formel erhaltene Ausdruck auf der rechten Seitevon(2i) 
convergiert, wenn man m und n zur Grenze + cx) iibergehen lässt, fiir 
alle Werte von t und x, fiir welche die Doppelreihe (22) convergiert, und 
nur fiir diese Werte und es ist dann sein Grenzwert glcich dem Grenz- 
werte der Doppelreihe (22). Um dies zu zeigen, verwandeln wir den Aus- 
druck auf der rechten Seite von (21) in die Doppelreihe 
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(30) 



s. 



k-*,+fe+-+(-o-^]+(-iri^[As.+...+A»„,] 

-s,J-*,+j|-|+...+(-.rM 



-4*.-'. + |— ■+(-)-' r^J 

--(T'-f°+* -*■+■■■+(— )-'i(éij] 



I2 



und la^en wj und n unabhängig von einander zur Qrenze + 00 iiber- 
gehen. Der aus dem Ausdrucke H entstandene Theil dieser Doppelreihe 
geht dann in die Doppelreihe (22) iiber, während die den Termen / und 
K entsprechenden Theile derselben den Charakter von Restgliedern be- 
sitzen und somit im Convergenzbereiche von (30) zum Qrenzwerte NuU 
convergieren. Es convergiert daher fiir alle Werte von t und x, welche 
dem Convergenzbereiche der Doppelreihe (30) angehören, auch die Dop- 
pelreihe (22), und es ist der Grenzwert der Doppelreilie (30) gleich dem 
Qrenzwerte von (22). Setzt man umgekehrt voraus, dass die Doppelreihe 
(22) convergiert, so folgt daraus, dass in demselben Bereiche auch die 
Doppelreihe (30) convergiert, wenn man m und n zur Grenze + cx) iiber- 
gehen lässt. Zunächst ergibt sich nämlich, dass dann der aus dem Terme 
K entstandene Theil von (30) zum Grenzwert Null convergiert; denn man 

erhält diesen Theil der Doppelreihe (30) aus dem Eestgliede S a^ der 

Potenzreihe (i) auf dieselbe Weise wie die Doppelreihe (22) aus (i). Es 
convergiert aber auch der dem Ausdrucke / entsprechende Theil der Dop- 
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pelreihe (30) fur alle Werte von t und x im Convergenzbereiche von (22) 
zum Grenzwerte NuU. Man erhält nämlich, indem man die Beihe der 
Zeilensummen dieses Theiles der Doppelreihe (30) biidet, fiir / den Aus- 
druck 

^ ^^(A"s.-A%). 

Lässt man in diesem Ausdrucke m und n unabhängig von einander zur 
Grenze + cx) iibergehen, so stellt derselbe die Differenz der Eestglieder 
von zwei convergenten Doppelreihen dar, und es ist daher lim /=o. Da 

somit fiir alle Werte von t und a;, fiir welche die Doppelreihe (22) con- 
vergiert, auch das Restglied der Doppelreihe (30) zum Qrenzwerte Null 
convergiert, so sind diese beiden Doppelreihen einander äquivalent. Daraus 
folgt unmittelbar, dass man den Mittelwert m^ der Partialsummen der Po- 
tenzreihe (i) in analoger Weise wie die EuLER*sche Formel durch An- 
wendung der partiellen Summation auf die Potenzreihe (i) erhalten känn. 
Um jetzt auch von dem Mittelwerte m^ zum Mittelwerte m, durch 
Anwendung der partiellen Summation zu gelangen, stellen wir m^ durch 

die JKeihe (4) dar und wenden dann die Formel (20) auf die Summen 

• 

.Hr. t CJ^)' ^-.c - ■) . ,1;» i (tMti)' ^••».c -) 

an, indem wir der Reihe nach ^(y) gleich 

Am^{u — i), A'mj(i; — i) , ..., A~wjj(i;— i) 

setzen. Dadurch erhalten wir ein System von m Gleichungen, aus dem 
die GHeichung folgt 

H 

ni^{o) + 2 Amj(v — i) = 



yal 



lim [r J^ A^m.io) + '^^T (-^M A-+'m,(v - i) - V ?!^ A''m,{n - i)l . 
In derselben Weise wie friiher ergibt sich wieder, dass fiir lim m = -\- co, 
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lim w = + CO der Ausdruck auf der rechten Seite dieser Gleichung durch 
die Doppelreihe 

«»,{o)[ä»-ä. + ^- + (-ir y ■■] 



m 



m[k-k + + (-^^^"iö^- •] 

2 L * -TV ; (^_2) j 






ersetzt werden känn. Setzt man in dieser Doppelreihe fiir die Ä^ (i;=o, i, 2, ...) 
wieder die aus den Q-leiclmngen (26) und (24) sich ergebenden Werte ein, 
so convergiert sie in demselben Bereiche wie w, und es ist ihr Grenz- 
wert gleich w,. In derselben Weise, wie sich der Ausdruck w, in den 
Ausdruck m^ transformieren lässt, känn man durch Anwendung der parti- 
ellen Summation jetzt auch von m, zu m^ iibergehen und so beliebig fort- 
fahren. Wir erhalten somit als Resultat dieser Untersuchung, dass man 
von der Potenzreihe (i) zU den Mittel werten der Kette (5) auch gelangt, 
indem man ebenso wie oben bei der Einfiihrung der EuLER*schen Formel 
davon ausgeht, dass man durch die Verwandlung einer Reihe in eine un- 
endliche Doppelreihe einen Ausdruck mit grösserem Convergenzbereich er- 
halten känn, und dann solche Doppelreihen mittels der Formel der par- 
tiellen Summation herstellt. 

Diese Art der Einfiihrung der Mittelwerte (5) hat aber nicht nur die 
Eigenschaft, dass man dadurch diese Mittelwerte auf demselben Wege wie 
die EuLEH'sche Formel erhält, ohne dass es dabei nothwendig ist, den 
Begriff des Mittelwertes einzufiihren, sondern es lassen sich die unendlichen 
Doppelreihen, welche man durch Anwendung der partiellen Summation auf 
die Potenzreihe (i) und die Mittelwerte (5) erhält, auch leicht in die 

Aeia mathtmatiea. 29. Imprimé le 9 ftoAt 1904. 8 
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Doppelreihen verwandeln, durch welche diese Mittelwerte im Paragraph i 
dargestellt wurden. Um dies zu erreichen, hat man nämlich in den Doppel- 
reihen, welche man durch Anwendung der partiellen Summation erhält, 
nur fur 

wieder die Ausdriicke -y-r- einzusetzen und dagegen die Ausdrlicke Sy, 

w, (y) , 7»j(y) , ... in der Form von Eeihen anzuschreiben. Es erscheint 
daher auch die Anwendung der Formel der partiellcn Summation als eine 
Methode, wenn auch cine sehr specielle, um eine Potenzreihe (i) in einen 
Ausdruck von der Fonn (ii) öder (12) zu verwandeln. 
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ZUR KENNTNISS DER KREISPUNKTE 

VON 

ALLVAR GULLSTRAND 

in UPSALA. 



Um die Constitution des im Aufje gebrochenen Strahlenbiindels kennen 
zu lernen hatte ieh nöthig das Normalen biindel unter Hinzuziehung von 
Differentialquotienten der Fliichengleichung bis einschliesslich der vierten 
Ordnung zu untersuchen. Da diese Untersuehungen auch die Normalen- 
biindel eines Plächenelementes, auf welchem sicli ein Kreispunkt betindet, 
umfassen mussten, haben sie zu Ergebnissen gefiihrt, welche vielleicht auch 
fiir den Mathematiker vom Fache Interesse haben können. 

Die folgende Darstellung ist zum grössten Theile ein Resumé von 
den das Flächenelement betreffenden Resultaten der an anderer Stelle aus- 
fiihrlich publicirten Untersuchung ; doch habe ieh die Untersuchung der 
Kreispunkte hier, wo der rein mathematische Gesichtspunkt ausschlagge- 
bend ist, in gewissem Grade verallgemeinert, während ieh mich dort auf 
das fiir den speciellen Zweck nöthige Gebiet besehränkt habe. 

Von den Kreispunkten hatte man damals keine andere Kenntnisse als 
die Angabe von Darboux,^ nach welcher fiir den Fall, wo sämmtliche 
Differentialquotienten dritter Ordnung der Fliichengleichung von NuU ver- 
schieden sind, die Zahl und Richtung der in den Kreispunkt eintretenden 
Kriimmungslinien gefunden werden können, und, wie ieh später erfahren 
habe, eine Untersuchung einer speciellen Kreispunktsform von FuosT,' zu 
welcher Cayley * eine Bemerkung gefiigt hat. 

* Théorie des surfaces. T. II, S. 357—359. 

' On the direction of lines of curvatnre in the neighbourkood of an umbilicus. The 
quarterly journal of pure and applied mathematics, X, 1870, S. jS. 
^ Ibid. S. III. 

Äcla mathematiea. 29. Imprlmé le 9 aoiit VjOi. 
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Zwar hatte schon längst Liouville ^ eine schöne Zeichnimg von den 
Krummungslinien eines Ellipsoides gegeben, ans welcher ersichtlich ist, 
dass in die auf solchen vorkommenden Kreispankte nur eine Krummnngs- 
linie eintreten känn, aber dennoch seheint die Ansicht allgemein geherrscht 
zu haben, dass von allén Seiten ber Krummungslinien in einen Kreispunkt 
eintreten, wie z. B. eine Stelle bei Picard ' andeutet. 

Die neueren Arbeiten uber die durch eine Differentialgleichnng be- 
stimmten Curven waren noch nicht auf die Krummungslinien der Fläche 
angewendet worden. 

Seit dem Erscheinen meiner Abhandlung * hat aber Wahlgkkn * ge- 
zeigt, dass die Untersuchung der singulären Punkte der Krummungslinien 
auf eine Untersuchung von Differentialgleichungen ersten Grades znruck- 
gefiihrt werden känn, fiir welehe Untersuchung schon fruher Bkndixson * 
die Mittel angegeben hatte. 

August 1902. 



L Das allgemeine Flächenelement 

Es sei in einem rechtwinkligen Coordinatensysteme, in welchem der 
positive Theil der Z-Achse nach vom vom Anfangspunkt belegen ist, wenn 
die entsprechenden Theile der X- und y-Achse nach rechts bezw. nach 
oben liegen, die Flächengleichung 

2=px + qy+^^ {rx^ -f 2sxy + ty^) i ^(wx' + ^vx^y + yixy^ + lay') 

+ i-y^" + 43'^^ V + 63"a:V' + A^''ooy' + d''y') + . . . 
24 

uud es werde eine Kriimmung als positiv bezeichnet, wenn das Curvenstiick 

^ Id seiner Ausgabe von Monoe, Application de Vanalyse ä la géamétrie, Paris 18 50. 

• Traité d'analy8e, T. III, S. 225. 

' Allgemeine Theorie der fnonochromatischen Aberrationen und ihre nächsten JErg^misse 
fur die Ophthalmologie, Nova Acta Reg. Soc. Se. Ups., Ser. III, 1900. Separat im 
Buchhandel zugäDglich. 

* Sur les points singuliers des équations différentielles du premier ordre et du second 
degré, Bihang till K. Svenska Vet.-Akad. Handlingar, Bd. 28, Ser. I, N** 4. 

.V/o* ks ro'irb€ft définies par des équations différentielle^f Acta math., T. 24. 
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die concave Seite nach der betreffenden positiven Richtung kehrt, eine 
Torsion, wenn die Curve im Sinne einer Schraube rechtsgedreht ist, d. h. 
wenn, x als unabhiingige Variabele angesehen, im Coordinatensysteme 
(iz = dff = d^y = o das Vrodukt d^zd^ydx positives Vorzeichen hat. 

Die Hauptkriimmungen werden so bezeichnet, dass im Coordinaten- 
systeme p = q = s = o die Beziehungen 

* Pi ** Pil 

gelten. 

Fiir die Ableitungen der Hauptkriimmungen nach den Bogenlängen a^ 

bezw. ö-jj der Hauptkriimmungslinien wende ich folgende Hezeichnungen an: 

da, ~ ^' da,,~ ^' da, ~ ^^ ' da,, ~^ 

und nenne U bezw. j\[ die direete Kriimmungsasymmetrie längs der be- 
zuglichen Hauptkriimmungslinie, W bezw. V die transversale Kriimmungs- 
asymmetrie längs der ersten bezw. zweiten Hauptkriimmungslinie. 

Diese Asymmetrienwerthe, welche von einander unabhängig sind, be- 
stimmen zusammen mit den Hauptkriimmungen und den Kichtungscosinus 
der Normale sämmtliche Differentialquotienten der Flächengleichung bis 
einschlieaslich der dritten Ordnung und umgekehrt. Im Coordinatensystem 
p = q = s =^o gelten die einfachen Beziehungen 

U=u^ V=Vy W=Wj j\[ = tu. 

Die geodätischen Kriimmungen der beiden Hauptkriimmungslinien 
sind durch folgende allgemeingiltige lielationen gegeben 

wobei i?j bezw. Ä , die beziiglichen Kriimmungshalbmesser sind. 

Fiir die Winkel tf, bezw. f9,j zwischen den Hauptnormalen der be- 
ziiglichen Kriimmungslinien und der Flächennormale, welche positiv ge- 
rechnet werden, wenn im Coordinatensysteme p z=: q^= s = o die betreffende 
Hauptnormale sich zwischen den positiven Theilen der beziiglichen Coor- 
dinatenachsen befindet, gilt: 
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und die ersten KrUmmuDgshalbmesser der beiden Hauptkrummungslinien 

sind: 

p' = />j cos f9, = 72, sin tf , , p" = />, ^ cos ^^^ =-^11 sin tf, , . 

Von den beiden Schalen der Krummungsmittelpunktsfläche sei die- 
jenige die erste öder ^•'-Schale genannt, welche von der zweiten Hauptnor- 
malebene der Fläche beriihrt wird, nnd in welcher die Kantlinie der ersten, 
d. h. der von den Flächennormalen längs der ersten Kriimmungslinie ge- 
bildeten, abwickelbaren Normalfläche eine geodätische Linie ist. 

Bogenelement da\ und Krummungshalbmesser i?' dieser Kantlinie öder 
ö-j -Linie der ^'-Schale sind: 



1/ , ^. ^ 



da\ = — jjidff^ , i?' = -1^ 



ihre rectificirende Linie ist die Polare der ersten Hauptkruminungslinie 
mithin ihre rectificirende Fläche die abwickelbare Polarflächc dieser, ihre 
Torsion ist: 

Die Beriihrungslinie zwischen der ersten Evolutenschale und der zweiten 
abwickelbaren Normalfläche, die ^,, -Linie der ^'-Schale hat das Bogenelement 

Diese Linie wird von der Polare der ersten Kriimmungslinie der Fläche 
beriihrt, so dass die ^,- und ^j,-ljinien der Evolute conjugirte Linien- 
systeme bilden. 

Die Normalschnittkriimmung der ^'-Schale längs der ^,j -Linie ist: 

Fiir die zweite Evolutenschale gelten die analogen Werthe, nur hat 
die Torsion der Kantlinie in diesem System entgegengesetztes Vorzeichen. 

Fiir weitere Untersuchungen beniitze ich die Ableitungen zweiter Ord- 
nung der Hauptkriimmungen sowie die ersten Ableitungen der geodätischen 
Kriimmungen der Hauptkriimmungslinien laut folgendcr Bezeichnungen 
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^^=0' -^ J- = r ^> = ii' 

da\ ' da, R, ' dal 

und nenne (P' bezw. 0" die direkte Abflachung längs der beziiglichen 
Krummungslinie, ii" bezw. ii' die transversale Abflachung längs der ersten 
bezw. zweiten Krummungslinie, während V'"' und W" lediglich die geodä- 
tisclien Krummungsasymmetrien sind. 

Diese sechs Werthe bestimmen zusammen mit den Kriimmungsasym- 
metrien, den Hauptkriimmungen und den Richtungscosinus der Normale 
sämmtliche Differentialquotienten der Flächengleichung bis einschliesslich 
der vierten Ordnung und umgekehrt. 

Mit Ausnahme der zwischen den beiden transversalen Abflachungen 
bestehenden Relation 

g-g-=7).g„w-p„)+ '^'"'-q,'zr''~ '- 

sind sie von einander unabhängig. Im Coordinatensystem ^ = g = s = o 
ergeben sie sich aus folgenden Beziehungen: 

3v' n^, ^n ^«. v(2v—m) 



0' = yo_ ir* + -^ , H" = d^ — rU — 

** r — t 



r—t ' 



r - i "(*• — <)'' r — < "^ (r - O' ' 

i;j' = 3«» _ r<« - ^(^-^|«'^ , 0' = a« _ 3<» _ J^ 

und es siDd die ubrigen Ableitungen derselben Ordnung: 



) 






11 "'"Il ^'l ^'ll 



d I ii- V{V — E) dl ^' , WiU—W) 
— 1) ■7r--5- = — t: K- T 



<i«r.. ff. Z>, - D,. (D. - Z>.,)' ^^ R,. D. - D., ' (7). - D,,)' 
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aus welchen letztgenannten Werthen unmittelbar das bekannte Gesetzt von 

LlOU VILLB : 

de,, u, ^ dö, h\, > '' ^ m ^ ni 

hervorgeht. 

Die geometrische Bedeutung der Abflachungswerthe ist leicht darzu- 
stellen, wenn die Kriimmungsasymmetrien gleich NuU sind. Wenn direkte 
Abflachung und Hauptkriimmung verschiedenes Voiv.eichen haben, mithin 
eiii numerisches Maximum der Kriimmung im gegebenen Punkte sich vor- 

findet, 80 ist — y, das Quadrat der Excentricität derjenigen conischen 

Section, welclie eine Beriihrung vierter Ordnung mit dem beziiglichen Haupt- 
schnitte hat. Liegt aber ein numerisches Minimum der Kriimmung vor, ist 



-^ rrj das Quadrat der Excentricität der EUipse, welche im Punkte kleinster 

Kriimmung eine Beriihrung vierter Ordnung mit dem beziiglichen Haupt- 
schnitte hat. Sind auch die geodätischen Kriimmungsasymmetrien gleich 
Null, und besteht die Identität 



D? ' Dl D,D 



11 



SO stellen die in unendlich kleinem Abstande vom fraglichen Punkte pa- 
rallel zur Tangentialebene gefiihrten Schnitte der Fläche bis auf unendlich 
kleinen Grössen höherer Ordnung als der vierten Ellipsen dar. Haben bei 
positiven Werthen der Hauptkrummungen die transversalen Abflachungen 
höhere Werthe, als durch diese Kelation angegeben wird, so ist das Flächen- 
element in den diagonalen Richtungen zwischen den Hauptnormalebenen 
relativ mehr zusammengebogen als ein solches, in welchem ein in der Nähe 
des Scheitelpunktes parallel zur Tangentialebene gelegter Schnitt eine El- 
lipse darstellt. Im entgegengesetzten Falle ist es in den genannten Richt- 
ungen relativ mehr ausgebogen. Eine vollstilndige Beriihrung vierter Ord- 
nung mit dem Scheitelpunkte einer Fläche zweiten Grades erfordert das 
Bestehen der Beziehungen: 
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Durch die angegebenen der Evolute angehörigen geometrischen Örössen 
lassen sich sämmtliche Differentialquotienten der Flächengleichung bis ein- 
schliesslich der vierten Ordnung im Coordinatensystem p ^ q =: s = o fur 
eine beliebige Parallelfläche ermitteln. 



IL Allgemeines iliber die Kreispunkte. 

Da ein Kreispunkt niedrigster Ordnung erst dann vorliegt, wenn eine 
voUständige Beriihrung zweiter Ordnung mit einer Sphäre besteht, be- 
zeichne ich allgemein einen Kreispunkt als von der Ordnung w, wenn die 
Fläche in ilim eine voUständige Beriihrung der Ordnung w + i niit einer 
Sphäre hat, d. h. wenn sämmtliche Differentialquotienten der Flächen- 
gleichung bis einschliesslich der Ordnung w + i , nicht aber sämmtliche 
Differentialquotienten der Ordnung n-\- 2 mit denjenigen der Gleichung 
der osculirenden Sphäre identisch sind. Die Differentialquotienten der 
Flächengleichung der osculirenden Sphäre bezeichne ich mit p^q^ ... öder 

Wird Kriimmung und Bogenelement eines beliebigen Normalschnittes 
mit D bezw. ds bezeichnet, und setzt man zur Verkiirzung 



N=y/i +p' + q' 

so gilt bekanntlich: 

j^ rdx* + 28dxdy + t dy* 

^^"" Nd? • 

Besteht nun eine voUständige Beriihrung der Ordnung n + i mit 
einer Sphäre, so sind, wie ersichtlich, sämmtliche Differentialquotienten 
der Normalschnittkriimmung bis einschliesslich der Ordnung n — i gleich 
Null, da durch n — i successive Differentiationen eine Gleichung erhalten 
wird, welche mit der fiir die osculirende Sphäre erhaltenen identisch ist. 
Die w-malige Dififerentiation muss aber ein von Null abweichendes Kesultat 
geben, da nicht sämmtUche Differentialquotienten der Ordnung w + 2 in 
den Grleichungen der Fläche und der osculirenden Späre iibereinstimmen. 
Wird diese Differentiation fiir beide Gleichungen ausgefiihrt, und dann die 
eine der so erhaltenen öleichungen von der anderen subtrahirt, so erhält 



Zur Kenntniss der Kreispunkte. 67 

man eine öleichung, welche, da sie nur Differentialquotienten der Ordnung 
w + 2 enthalten känn, im Coordinatensystem p = q=:o auf folgende Weise 
geschrieben werden känn: 

Wird in dieser Gleichung dx und dy durch dRcos& bezw. dB sina 
ersetzt, wobei eine Zunahme von tf eine Drehung des Normalschnittes nm 
die Normale herum in der Richtung vom positiven Theil der X-Achse 
nach dem positiven Theile der F-Achse zu bedeutet, so känn nach & diffe- 
rentiirt werden, wonach dx und dy wieder eingefiihrt werden können. Aus 
einem beliebig herausgegriffenen öliede z. B dem vierten 

(n+2Xn+I)n ^»■^'' ^^.-.^ , 

1.2.3 a»"-» 91/' ^ 

erhält man auf diese Weise unter Beriicksichtigung der Identitäten 

a^^»^ a^+ip a»+*g 

a«"-»ai/« ~aaj"-«a^» ~ aa;»->ay« 

die zwei ölieder 

wonach leicht ersichtlich ist, dass die Differentiation der ganzen Gleichung 
ein Eesultat geben muss, welches durch folgende Gleichung ausgedriickt 
werden känn: 



d d^^D 



_ ,, (d"^^>g - d-^^q^)dx-id-+^p ■- d-^'p,)dy 

-- l^ "T 2 j -T— i . 



d& d*» VI/ d^i 

Wenn der Grrad der Gleichung 

d d^D 



d» ds"" 



= o 



du 

welcher in Bezug auf j- durch w + 2 ausgedriickt wird, eine gerade Zahl 
ist, so muss sie jedoch wenigstens zwei reelle Wurzeln haben, indem 
nämlich -7 „ bei & = ?: denselben Werth wie bei å = o hat, mithin während 
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einer ganzen Umdreliung wenigstens ein Maximum und ein Minimum 
liaben muss. 

Setzt man dy = o, so findet man fiir den im Coordinatensystem 
p = q = o mit der XZ-Ebene zusammenfallenden Normalschnitt imter Be- 

riicksichtigung, dass .^ ein Produkt aus T)"'*'' und einem jederzeit aus 

der Gleicliung der Sphäre durch suceessive Differentiationen zu ermittehiden 
Koefficienten k besteht, 



ds*" 9««+^ ' dä ds"" ^ ' ^a**+*ay 

und es ist mithin die Schnittlinie der Fläclie mit der XZ-Ebene im Coor- 
dinatensystem i? = g = 3^,^4y ®^^® ^^^^® d»~d8^^^' 



Die kiirzeste Linie zwischen den Normalen in zwei unendlich wenig 
von einander entfernten Punkten auf einer Fläche muss senkrecht auf Beiden 
stehen, mithin die Tangente einer Parallelfläehe sein. Werden die Coor- 
dinaten eines Punktes der Parallelfläehe mit f,7,C, die Kichtungscosinus 
der normale mit a , ^, ^^ bezeichnet, so bestehen bekanntlich die Grleichungen 

in welchen k eine Constante bedeutet. Werden diese Gleichungen diffe- 
rentiirt, dann quadrirt und addirt, und wird die so erhaltene Gleichung 
nach k difEerentiirt, so erhält man als Bedingung dafiir, dass das Bogen- 
element dtr auf der Parallelfläehe ein Minimum sei, den Werth 

, dxda + dydfi + dzdy 

"" da* + dfi* + df~ 

welcher der Bedingung 

d^dp + drjdq = o 

dass die kiirzeste Linie Tangente einer asymptotischen Linie auf der frag- 
lichen Parallelfläehe sei, entspricht. Nach Einsetzen dieses Werthes erhält 
man schliesslich : 

, dq{dx -h 'pdz) — dp(dy + qdz) 



v/(l + 3*)4p' — ipqdpdq + (l + p*)dq* 
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Bei einer vollständigen Beriihrung der Ordnung w + i mit einer 
Sphäre ergeben n — i successive DifiFerentiationen dieser Gleicliung den 
Werth NuU. Nach Ausfiihrung der tj-maligen Differentiation sowohl fur 
die Fläche als fiir die osculirende Sphäre erhält man durch Subtraktion 
f iir das Coordinatensystem p = q = o 



d''^'(r = 



yjdp* + dq* 



wonacli bei einer vollständigen Beriihrung der Ordnung n + i mit einer 
Sphäre bei 7i> o und wenn å ein in der Tangentialebene belegener Winkel 
ist, allgemein 

ist, und der kiirzeste Abstand zwischen den Normalen in zwei unendlich 

wenig von einander entfemten Punkten auf der Fläche ein Unendlichkleines 

d d'*D 
höherer Ordnung ist, wenn die Punkte auf einer Linie -r^ -r^ = o liegen, 

als sonst. 



Wenn man in den allgemeinen Ausdruck fiir die Torsion einer doppelt 
gekriimmten Linie — x als unabhängige Variabele betrachtet — 

dx[d*zd'y — d'zd'y) 

{difd^z — dz~d^yy + (d^yydx' +'(d'zydx' 

den aus der allgemeinen Gleichung einer geodätischen Linie 

pidyd^z — dzd^y) — qdxd^z — dxd^y = o 

ermittelten Werth fiir d^y so\vie den durch Dijfferentiation dieser Gleichung 
gefundenen Werth fiir d^y einsetzt, so ergiebt sich als allgemeiner Ausdruck 
fiir die geodätische Torsion einer Linie auf einer Fläche: 

rp^ dq{dx + pdz) — dpjdy + qdz) 

~ N'd8* 

aus welchem Ausdrucke durch Zusammenst^Uung mit dem eben gefundenen 

das allgemeingiltige Gesetz 

do_ _ T^ _ 

ds ~~ — yfö» '.(7^ 
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hervorgeht, und nach schon angewendeter Metliode die fiir eine voUständige 
Beriihrung der Ordnung n + i mit einer Sphäre allgemein geltende Be- 
ziehung 

hergeleitet werden känn, wobei 9 wie friiher, den Winkel zwisehen der 
beziiglichen Normalebene und einer fixen Tangente bedeutet. 



Die Bedingung, dass die Normalen längs einer Linie auf der Fläche 
eine Linie beriihren, d. h. eine abwickelbare Fläche darstellen: 

rf? + pdZ = o, dfj + qdC= o 

ergiebt zusammen mit den beiden Normalengleiclmngen 

^—x+i){C—z) = o, yj—y + q{C—^) = o 

nach Differentiation dieser 

dx + pdz dy + qdz 



C—z = 



dp dq 



wonach die Definition der Hauptkriimmungslinien als Schnittlinien der 
Fläche mit den Abwickelbaren Normalflächen öder als Linien ohne geo- 
dätische Torsion öder durch die Forderung, dass der kurzeste Abstand 
zwisehen den Normalen in zwei unendlich wenig von einander entfernten 
Punkten auf der Fläche ein Unendlichkleines höherer Ordnung sei, wenn 
diese Punkte auf eine Hauptkriimmungslinie liegen, als sonst, eine und 

dieselbe ist, und in einen Kreispunkt w**"" Ordnung nur längs den Linien 

d d^D 
-Tz -T-7 = o Kriimmungslinien eintreten können. Da mithin eine Orthogo- 

nalität dieser Linien im allgemeinen nicht im Kreispunkt besteht, nenne 
ich bei der weiteren Untersuchung eine durch den Kreispunkt gehende 
Kriimmungslinie eine s-Linie ohne Riicksicht darauf, ob sie nach beiden 
Seiten vom Kreispimkte einer und derselben Schaar angehöre öder nicht, 
und die diese Linie ausserhalb des Kreispunkts rechtwinkelig schneidenden 
Kriimmungslinien die ^Linien der Fläche, während die entsprechenden 
Hauptkriimmungen mit 2), bezw. Z)< bezeichnet werden. Von den beiden 
Beriihrungslinien der einer 6-Linie der Fläche entsprechenden abwickelbaren 
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Normalfläche mit der Krummungsmittelpunktsfläche, welche sich im Kriim- 
mungsmittelpunkt des Kreispunkts treffen miissen, nenne ich diejenige, 
welche zugleich Kantlinie der abwickelbaren Normalfläche ist, die s-Linie, 
die andere die f-Linie dieser. 

Mittels den eben angefiihrten, fiir die Kantlinie geltenden Gleichungen 
känn man den Werth von 2), in geeigneter Form erhalten, wonach durch 
Subtraktion dieses Werthes vom bekannten Werthe 

(I + g')r — 2pg8 + (I + p^)t 

fiir die Summe der beiden Hauptkriimmungen auch D^ in geeigneter Form 

erhalten wird. Man findet auf diese Weise, wenn ^ mit Å bezeichnet wird: 

' ax 

T) _ (I + q')r—pq8 + mi + q>—pqt] 

T) _ (I +py—pq8 — Å[{l +q^8 — pqi] 

Aus diesen Werthen ergiebt sich allgemein fiir einen Kreispunkt n^"^ 

Ordnimg im Ck)ordinatensy8tem p = q = = o und fiir ^ = o d. h. 

qx •" ffy 

fiir eine die X-Achse beriihrende Krummungslinie: 

d'D,^d'r-d'r,= {g^-'^)ds', 

hr^ — h^Wy 

a jj,-a t a t, — [^^n+,^y^ dx^-^^dy' ^ 2 dx--'dy' dx^H • 

Verschwindet bei partieller Beriihrung höherer Ordnung als w + i 
mit der osculirenden Sphäre der eine öder andere dieser Werthe, so känn 
naturlich die Dijfferentiation beliebig fortgesetzt werden, aber die Resultate 
lassen sich nicht länger so einfach ausdriicken. 
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Unter den genannten Bedinjjfungen ergiebt sich fiir die Kantlinie der 
abwickelbaren Fläclie durch die die Projektion des Kriimmungshalbmessers 
auf die Z-Aclise ausdriickende Beziehung 

N{i:—z)D.= i 
die Relation 

und mittels der öleichungen </f+JP<^C=o. drj •{- c[dZ= o: 

rf"c = d^Tj = rf"+'3y = o, 

d'-^' S = ^ d" D,ds . 

Fiir die Mjinie der abwickelbaren Normalfläche findet man na«h der- 
selben Methode: 

Dl 
und unter Anwendung der Normalgleichungen : 

<i«+'f =[(„+ i)d'D, — d''J).]^. 

Im allgemeinen Falle beriihrt also auch die ^Linie die Kreispunkts- 
normale, und zwar liegen, wenn 7i eine ungerade Zahl ist, beide Linien 
jede fiir sich ganz nach der einen Seite von der Kreispunktsnormale, 
während sie im entgegengesetzten Falle eine Spitze im Kriimmungsmittel- 
punkt des Kreispunkts haben und, jede fiir sich, ganz nach der einen 
Seite der durch diesen Punkt parallel zur Tangentialebene der Fläche ge- 
legten Ebene belegen sind. 

Ist bei partieller Beriihrung höherer Ordnung als rz + i mit der oscu- 
lirenden Sphäre m bezw. fi die Ordnungszahl des ersten Differentialquotienten 
von 1>, bezw. Dt, welcher einen von NuU verschiedenen Werth hat, und 
ist dabei m>^fi>n öder fi>_ni>7i^ so sage ich, der KreLspunkt ist längs 
der fraglichen Kriimmungslinie von der Ordnung /i bezw. w, indem diese 
Zahlen die l)eziiglichen Ordnungszahlen des ersten von NuU verschiedenen 
Differentialquotienten von 1), — 1>< sind, und letztgenannt« Ordnungszahl 
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uberhanpt, auch wenn m = fi = n ist, die partielle Ordnungszahl des Kreis- 
punkts längs der fraglichen Krummungslinie angiebt. Der genannte Fall, 
wo die Ordnungszahl nicht nur des Kreispunkts, sondem auch der Oscu- 
lation mit der Sphäre längs der fraglichen Krummungslinie grösser als n 
bezw. n + i ist, stellt einen speciellen Fall dar, den ich nicht in dieser all- 
gemeinen Darstellung beriicksichtigen känn. Ist nur die Ordnungszahl des 
Kreispunkts erhöht, dabei aber m = /£ = w , so sind die erhaltenen Werthe 
fiir die s- und ^Linie der abwickelbaren Normalfläche iibereinstimmend, 
und die beiden Linien haben eine entsprechende Beriihrung. Besteht 
wiederum nur eine partielle Osculation höherer Ordnung mit der Sphäre, 
so wird dadurch nur der TyP^*^ ^®^ s-Linie geändert, und ist /£ > m bei 
m = w , so biidet die Tangente der ^Linie im Kriimmungsmittelpunkt des 
Kreispunkts einen endlichen Winkel mit der Kreispunktsnormale, wobei 
diese Linie, wenn n eine ungerade Zahl ist, mit einer Spitze die convexe 
Seite der s-Linie beriihrt, im entgegengesetzten Falle aber die Kreispunkts- 
normale schneidet und von der Spitze der s-Linie beriihrt wird. 



Die Polare einer die fragliche s-Linie auf der Fläche kreuzenden t- 
Linie fällt mit der Tangente im entsprechenden Punkte der ^Linie der 

abwickelbaren Normalfläche zusammen, was wenn ^ die geodätische Kriim- 

mung jener Miinie ist durch das allgemein giiltige Gesetz 

ausgedriickt wird. Im allgemeinen Falle erhält man nach n — i successiven 
Differentiationen dieser Gleichung: 

und durch die w-malige: 

dRt _ d^ — d^Dj^ 

ds nd^Dt 

Ist die partielle Ordnungszahl v des Kreispunkts längs der fraglichen Krum- 
mungslinie grösser als /£, so erhält man: 

B, = dB, = d^B, = ,..= d^^-^B, = o, 

v(y — iX»' — 2). . ./i d^D, 

Aeta matlmnaHea. 29. Imprimé le 11 aoAt 1904. 10 
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sonst ergeben sich bei u = /x ähnliche Werthe wie im allgemeinen Falle 
(auch wenn p> n ist) und bei in> fi: 

dRt _ I 
ds fl 

während im Falle [i> m durch den Ausdruck 

Rt" d^^D.ds 

der Limeswerth der geodätischen Krummung der ^Linien der Fläche bei 
Eintritt der fraglichen s-Linie in den Kreispunkt angegeben wird. 

Mit diesen Werthen lassen sich .unter Anwendung des S. 64 ange- 

fiihrten LiouviLLF/schen Satzes, dem man bei i2, = — am geeignetsten 

die Form 

^, d 1 dRt 



«;U-i-'+' + Må +''•''■) 



giebt, die Verlaufstypen der coUateralen Kriimmungslinien einer in den 
Kreispunkt eintretenden s-Linie bestimmen. Wenn nämlich die geodä- 

tische Krummung jr- der fraglichen s-Linie keinen unendlich grossen Werth 

hat, erhellt es, dass bei Abnahme von i?^ nach Null hin die der fraglichen 
s-Linie am nächsten verlaufenden Kriimmungslinien derselben Schaar, d. h. 
ihre coUateralen Kriimmungslinien, ihr die convexe bezw. concave Seite 

zuwenden miissen, je nachdem -j^ + i positiv öder negativ ist. Da nun 

zugleich die Tangenten dieser coUateralen s-Linien Normalen der <-Linien 
sind, so findet man, dass bei Eintritt einer Kriimmungslinie ohne unendUch 
grosser geodätischer Kriimmung in den Kreispunkt im allgemeinen FaUe, 

wo Rf nach Null hin abnimmt, die coUateralen 5-Linien bei -7—' > o mit 
divergirenden Tangenten ihre convexe Seite der fraglichen s-Linie zukehren, 
bei -T—' + I > o > -7-' ihre convexe Seite der fraglichen s-Linie zukehren, 
während die Tangenten nach einem zwischen der Mjinie und dem Kreis- 
punkt gelegenen Punkt convergiren, bei --r^ + i < o schliessUch die con- 
cave Seite der fi-aglichen s-Linie zukehren, während die Tangenten nach 
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einem jenseits des Kreispunkts belegenen Punkt convergiren. Ich nenne 
den Verlauf der coUateralen s-Linien in diesen drei Fallen ausbiegend, an- 
schmiegend bezw. umbiegend, wodurch zwar von den anschmiegenden coUa- 
teralen Krummungslinien gesagt ist, dass sie längs der Tangente der frag- 
lichen s-Linie zusammen mit dieser in den Kreispnnkt eintreten, aber vom 
weiteren Verlauf der in Bezug auf eine in den Kreispunkt eintretende Kriim- 
mungslinie aus- bezw. umbiegenden coUateralen Krummungslinien nichts 

ausgesagt sein soU. Im Falle -7-' = o wobei also v> /i ist, ergiebt sich, 

wenn v — /i eine gerade Zahl ist, ein anschmiegender bezw. ausbiegender 
Verlauf der coUateralen Krummungslinien, je nachdem ef~^'*"*jB, negatives 
öder positives Vorzeichen hat, während im entgegengesetzten FaUe dies 
nur fiir den positiven TheU der s-Linie gUt, längs dem negativen Theile 
aber die coUateralen KriimmungsUnien den anderen dieser Verlaufstjpen 

aufweisen. Der Fall -3—' +1=0, in welchem die Minie der abwickel- 

ds ' 

baren Normalfläche eine Beriihrung höherer Ordnung mit der Kreispunkts- 
normale hat, wird weiter unten beriicksichtigt werden. Hat jB< einen end- 
lichen Limcswerth, unterscheidet sich der Verlauf der coUateralen Kriim- 
mungsUnien nicht von dem beim allgemeinen Flächenpunkte. 



d d*D 
Daraus, dass KriimmungsUnien nur längs den Linien yr -p^ = o in 

einen Kreispunkt eintreten können, folgt natiirlich nicht, dass dies längs 
aUen solchen Linien der Fall sei. Es hat zwar fiir einen Kreispunkt w**' 
Ordnung die w-malige DifFerentiation der Dififerentialgleichung 

(i ^p^)s-pqr + A[(i +p')t—{i + 2>] + A'[i>2f — (i + q')s] = o 

fiir die Hauptkriimmungslinien die Werthe von A gegeben, es miissen aber 
auch sämmtliche successiven Diflferentiationen höherer Ordnung reelle Werthe 
fiir dX , d^X u. s. w. ergeben. Im allgemeinen Flächenpunkte ist das imraer 
der Fall, da im Coordinatensystem p = q = s = o bei A = o ein DilBEeren- 
tial beliebiger Ordnung d"'Å immer erst in der durch die m-maUge Diffe- 
rentiation erhaltene Gleichung auftritt und zwar mit dem Coefficienten 
t — r. Auf ähnUche Weise tritt derselbe Differentialquotient im Kreis- 

punkte w^"" Ordnung und im Coordinatensystem p = q = ,,^^ = o bei 
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A = O immer erst in der durch die {n + /w)-malige successive DifFerentiation 
erhaltenen Gleichung auf, aber mit dem CoeJBEicienten : 

(n + mXn + m — l)...(u + l)ni + w+ l /a^ + ^ar 



1 .2.3...m 



L~m 4- i ~ \ä^a7* djC^dy*) \a^"+« a^r^^ + V/J 



welcher theils aus der Differentiation des Produktes X{t — r) theils aus dem 
Dififerentialquotienten d'"^"'s stammt. In den Fallen wo ein solcher Coeffi- 
cient gleich NuU ist, tritt entweder die fragliche Kriimmungslinie unter 
Bildung einer Spitze im Kreispunkt ein, öder es können die betreffenden 
Dififerentialquotienten von Gleichungen höherer Ordnung bestimmt werden, 
wobei die fragliche Kriimmungslinie imaginär sein känn, öder mehrere 

Kriimmungslinien längs derselben Tangente eintreten können. Solche Ver- 

d*D d^ D 

hältnisse können aber nur vorliegen, wenn sowohl -j-^ als —j-;^ gleich 

d WD 
NuU sind, d. h. wenn längs der fraglichen Linie ju-fj = o die Ordnungs- 

zahl nicht nur des Kreispunkts sondern auch der Osculation mit einer Sphäre 
höher als n bezw. n + i ist, und eben damm eignen sich diese Fälle nicht 
fiir eine allgemeine Untersuchung. Diese Fälle ausgenommen, känn er- 
sichtlicherweise in den durch beliebig wiederholte successive Dififerentiationen 
erhaltenen Gleichungen nur dann (und zwar nur in einer Gleichung) der 

CoefFicient des betreCFenden Dififerentiales von X Null werden, wenn die 

d** D 1^ D d" D 
Bedingung (w + ^)~T~;r<~r^<'lfir<^ erfiillt ist, d. h. wenn die fragliche 

in den Kreispunkt eintretende Kriimmungslinie ohnehin von anschmiegenden 
Kriimmungslinien begleitet ist. In allén anderen Fallen tritt längs einer 

Linie -r^ -j-^ = o eine und nur eine Kriimmungslinie in den Kreispunkt 

ein, und fiir diese känn weder die geodätische Kriimmung, welche laut 
dem angegebenen Ausdruck den Werth 
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hat, noch irgend eine der successiven Ableitungen derselben einen un- 
endlich grossen Werth haben, falls Kanten und Spitzen auf der untersuchten 
Fläche uusgeschlossen sind, was stiilschweigend augenommen worden ist. 
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Es folgt hieraus, dass umbiegende collaterale Krummungslinien nur 

dann vorkommen, wenn -3—- als Funktion von Ä ein numerisches Maxi- 

mum in der fraglichen s-Linie Iiat, anschmiegende nur, wenn ein nume- 
risches Minimum vorliegt, während ausbiegende collaterale Krummungs- 
linien ein numerisches Minimum bezw. Maximum angeben, je nachdem das 

Produkt "T^r^nr positiven öder negativen Werth hat. 

d* d*D 
Da die Gleichung -y^ -^ = o von derselben Gradzahl ist wie die 

d d*D 
Gleichung -jz -j^ = o mithin die Anzahl ihrer Wurzeln nicht grösser als 

diese Qradzahl sein känn, so erhellt es, dass eine in den Kreispunkt ein- 

tretenden Krummungslinie, fiir welche -.^ -^ = o d. h. -~ +1=0 ist, 

ein Zusammenfallen von wenigstens zwei Wurzeln der letzterwähnten 
Gleichung repräsentiren muss. Ist die Anzahl der zusammenfallenden 

Wurzeln ungerade, so stellt die Linie wieder eine Linie —r-;^ = Max. bezw. 

Min. dar und hat dementsprechend umbiegende bezw. anschmiegende col- 
laterale Krummungslinien. Im anderen Falle sind die coUateralen Kriim- 

mungslinien auf der Seite zunehmender bezw. abnehmender å anschmiegend 

d* d*D , d^D 

bezw, umbiegend, je nachdem -j^ -j^ dasselbe Vorzeichen wie -ty ^3»* öder 

entgegengesetztes, auf der anderen Seite umgekehrt. Da, abgesehen von 
diesen, ein Zusammenfallen von wenigstens zwei Wurzeln der Gleichung 

d d*D .. j x« • <^' ^*-ö x« • T • • t r • 1 

-j.: -j-;^ = O reprasentirenden lönien, ^^ --z-^ von Idnie zu Lmie V orzeichen 
wechselt, da weiter anschmiegende collaterale Krummungslinien der Be- 
dingung ((w + I ) -^ — -^) (-^ ^) > o entsprechen, und das Vor- 

d^D d^ D 
zeichen der DifFerenz , ^* ^-^ entscheidet, welcher Schaar eine Krum- 
mungslinie angehört, so ist es ersichtlich, was a priori postulirt werden 
könnte, dass wenn zwei consecutive Krummungslinien einer und derselben 
Schaar angehören, die eine anschmiegende collaterale Krummungslinien hat 
und umgekehrt, sowie die Unmöglichkeit des Vorkommens von zwei con- 
secutiven Krummungslinien, welche beide anschmiegende collaterale Krum- 
mungslinien hatten, daraus hervorgeht, dass dieser Typus einem numerischen 
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d*D 
Minimum von -^^ als Funktion von å entspricht. Ein Gebiet, in welchem 

Kriimmungslinien längs gemeinsamer Tangente in einen Kreispunkt ein- 
laufen, öder ein olBEenes Nodalgebiet der Autoren, ist also immer durch 
eine Kriimmungslinie, längs weleher innerhalb des fraglichen Gebietes keine 
anschmiegende Kriimmungslinien eintreten, beiderseits abgegrenzt, und es 

stel It das erwähnte Verhalten bei einer Linie -7-' +1=0 nur eine schein- 

as 

bare Ausnahme von dieser Regel dar, indem die eine Grenzlinie des offenen 
Nodalgebietes mit den einlaufenden Kriimmungslinien gemensame Tan- 
gente hat. 

Zu den angefiifhrten Hilfsmitteln um die Kriimmungslinienfigur eines 
Kreispunkts zu untersuchen känn noch der Limeswerth der geodätischen 
Kriimmungssymmetrie einer die s-Linie in unendlich kleinem Abstande vom 
Kreispunkt schneidenden ^Linie gefiigt werden. Aus dem im allgemeinen 
Flächenpunkte giltigen Werthe 

tfT" = — -^ 4- ^^(3^ — gt^) 
erhält man bei unendlich kleinem Werthe von jB,: 

dRt p, d I 2ia 2^ 

weleher Ausdruck, da im Kreispunkte n^^ Ordnung 

sein muss, weil die DifFerentialquotienten niedrigerer Ordnung der Normal- 

schnittkriimmung gleich NuU sind, durch Dififerentiation von Zähler und 

Nenner den Limeswerth 

a»+^ 

dRt _ ä>-^ ay' 

~df~ lFDt~ 
"di" 

ergiebt. 



Die angefiihrten Eigenschaften der s- und ^Linien der abwickelbaren 
Normalflächen reichen im allgemeinen dazu aus, die gestaltlichen Verhält- 
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nisse der Evolute hinreichend kennen zu lernen. Fiir die einfacheren 
Kreispunktstypen känn man noch die Schnittlinien der Evolute mit der 
durch den Kriiuimungsmittelpunkt des Kreispunkts parallel zur Tangential- 
ebene gelegten Ebene hinzuziehen, deren Tangenten bei Kreispunkten erster 
Ordnung dnrch eine quadratische, bei solchen Kreispunkten zweiter Ord- 
nung, welche Schnittpunkte zweier auf der beziiglichen Fläche verlaufenden 
Symmetrielinien sind. durch eine als quadratische auflösbare Gleichung 
vierten Grades angegeben werden. 

Durch Differentiation von ZäMer und Nenner im allgemeinen Aus- 
druck fiir das Kriimmungsmass der Evolute findet man, dass das Ver- 
zeichen des Kriimmungsmasses bei unendlich kleiner Differenz der Haupt- 

kriimm ungen dem Vorzeichen des Produktes -7-^-3-7^ entgegengesetzt ist, 

was fiir den Theil der Evolute gilt auf welchem die 5-Linie einer abwickel- 
baren, die Kreispunktsnormale enthaltenden, Fläche eine geodätische Linie ist. 
Fiir eine mit einer Minie der abwickelbaren Normalfläche zusammen- 
fallenden Kante entscheidet der Limeswerth des fiir den allgemeinen 
Flächenpunkt giltigen Ausdruckes 

^ T — t 

ob sie nach der Fläche schaut öder nicht. Da die beiden ersten Glieder 
zusammen die Abflachung des auf der fraglichen s-Linie senkrechten Nor- 
malschnitt^s bedeuten, welche mit ^' bezeichnet werden mag, so känn dieser 
Ausdruck allgemein als eine Gleichung 

zwischen rein geometrischeii vom Coordinatensystem unabhängigen Grössen 
geschrieben werden. Man ersieht, dass in den Kreispunkten erster Ordnung 
^ beim Durchgang der fraglichen s-Linie durch den Kreispunkt einen 
unendlich grossen Werth erhält und das Vorzeichen wechselt. Fiir diesen 
Fall setzt man am geeignetsten 

± = _ 3- _ 

0" iW + //,tf>' 
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und erhält durch DifFerentiation : 

dPt (ID, 

,1 dl^t dit ds , 

W ^ W^ ~~7dDX^^^' 

'[-di) 

Fiir die Kreispunkte zweiter Ordnung erhält man den Limeswerth 

'd*D,V 



<^ = ^^ + _li!V_ 

^ ^ ^ d^Dt dW, 



ds^ da* 

und fur solche höherer Ordnung nach n — i Differentiationen allgemein 

{71 — i)rfl?,rf'-'(<^ — jr') = 3^"-' W 
miihin : 

d»-'^ _ a-H g _^ a^+^g, 3n \ dg" / 

da»-» ~~ ajj"-«a7 a*"-'ai/* n — i d" z>, _ d» Z), * 



Mit den angegebenen Hilfsmitteln können nun die gestaltlichen Ver- 
hältnisse sowohl der Kriimmungslinien wie der Evolute eines Kreispunktes 
beliebiger Ordnung untersucht werden, wenn die betreffenden DifFerential- 

quotienten der Flächengleichung bekannt sind, indem nach numerischer 

d d^D . 

Auflösung der Gleiehung -j^ -^ = o in den verschiedenen Coordinaten- 

systemen ^ = gf = ~^+Ti~ = o die beziigliehen Werthe -^-^ , —r~ ermittelt 

werden. Fiir eine allgemeinere Untersuchung von besonderen Kreispunkts- 

typen giebt es aber bequemere Mittel. So geniigt z. B. die Kenntniss der 

d*^ D . d*D 

Wurzeln der Gleiehung -7-^ = o um das Vorzeiehen von -t-~ fiir jede der 

Linien -jr. — — = o zu bestimmen. Um Ahnliches auch betreffs -7—^ und 
du a«* tt«* 

d^ D d'* D 
der Differenz ^* -7-;^ erreiehen zu können, känn man auf folgende 

d d'^D 
Weise verfahren. Nach derselben Methode wie die Gleiehung fiir 70-7-;^ 

Ada mathenuUica. 29. Imprlmé le 11 aoAt 1901. H 
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d* d* D 
känn eine Gleichung fiir -rri-nr ^rhalten werden. Mittels der leicht zu 

constatirenden Identitäten 

^(rf-+> — rf-^>,) = {n + I i[(rf\s — rf-^-Jf/r — (rf'r — r/-rjrfy], 

^(d^^^q — d^^^q,) = {n + i j((rf-/ — ^/-/Jr/x - (^/"s — r/-5,)rfy] 

und der schon beviesenen lielation 

(/• d^D 



dö 






erhält man die Gleichung 

(du — d"^,)da;' — 2(rf"« — d'8^)dxdy + (d*r — d"r,)dv* 



d''D,= 



ds' 



wonach unter Anwendung der Gleichung jj. -. - = o in folgender Form 

{d''s — d''s,){dx^ — dy^) = [d^r— dTr^ —d^t + d''t^)dxdy 
fiir jede beliebige Kriimmungslinie die Gleichung 

d-D.-d-I). = {d'r-d'r, -d't + d't,)^^j, = [dS-dS,)^^ 
besteht, in welcher -j- aus der Gleichung -rj -t— = o zu erhalten ist. 

' dx ^ da ds^ 



Zum Schlusse dieses Capitels mag es mir gestattet sein die Eigen- 
schaften der Kriimmungslinien im allgemeinen Fläichenpunkte den hier 
bewiesenen Eigenschaften im Kreispunkte zusammenfassend gegeniiberzu- 
stellen. 

Wenn allgemein Kriimmung, geodätische Torsion und Bogenlänge 
einer Normalschnittlinie der Fläche bezw. der kiirzeste A1)stand zwischen 
den Flächennormalen in zwei auf dieser Linie belegenen Punkten mit i), 
T und .<? bezw. a bezeichnet werden, und .-9 den Winkel zwischen der 
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'J^angente der Normalschnittlinie und einer fixen Tangente bedeutet, so 
gelten fiir den allgemeinen Plächenpunkt die Beziehungen 

^^ oT da . T 



und es ist im Coordinatensystem p = q = o fiir die die Coordinatenachsen 
beriihrenden Normalschnittlinien 

dD . d^z 

= + 2 



dd^ 9«9y 

wobei das obere Zeichen fiir die die X-Achse, das untere fiir die die F-Achse 
beriihrende Linie gilt. Im Kreispunkt n^^ Ordnung, in welchem mithin 
eine voUständige Beriihrung der Ordnung ?i + i mit der osculirenden 
Sphäre besteht, sind diese sowie die, sämmtlichen successiven Ableitungen 
bis einschliesslich der Ordnung n — i entsprechenden, Werthe gleich NuU 

und es bestehen die Belationen 

d^T 
d d*D . vd"T ^"''"'^_ . ^«" 



wobei im Coordinatensystem jp = gf = o fiir die die X-Achse bezw. die 
y-Achse beriihrende Normalschnittlinie 

:7ji-:7:;r=(w + 2)r-iiTTz~ bezw. _--_==_(n+2) 



ist. 

Die Kriimmungslinien, öder die ohne geodätische Torsion auf der 
Fläehe verlaufenden Linien, öder die Schnittlinien der Fläche mit ihren 
abwickelbaren Normalflächen, haben allgemein die Eigenschaft, dass der 
kiirzeste Abstand der Plächennormalen in zwei unendlich wenig von ein- 
ander entfernten Punkten, wenn diese Punkte auf einer Kriimmungslinie 
liegen, ein Unendlichkleines höherer Ordnung darstellt, als sonst. Im all- 
gemeinen Plächenpunkt verlaufen sie in den durch eine Gleichung zweiten 

örades l)estimmten Richtungen tö- = o ^^d werden im Coordinatensystem 

^ = g = s = o von den Coordinatenachsen beriihrt. Im Kreispunkte w**' 
Ordnung verlaufen sie in den durch eine Gleichung vom Grade 72+2 



i 
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d d^D .' . . 

bestimmten Kichtungen jr -j-^ = o und es wird in jedem Coordinaten- 

system p = q = ^-^^ = o bezw. p = q = ^^^^ = o eine Krummungs- 

linie von der X-Achse bezw. von der F-Achse beruhrt. 

Wie ersichtlich, wiirden die Gesetze fur den allgemeinen Flächenpunkt 
in den fiir die Kreispunkte geltenden enthalten sein, wenn man den all- 
gemeinen Flächenpunkt als Kreispunkt von der Ordnnng Null und eine 
Funktion als ihre eigene Ableitung von der Ordnung Null bezeichnen diirfte. 

Unter dieser Bedingung wiirde iibrigens der im Kreispunkt geltende 
Werth fiir die geodätische Kriimmung einer eintretenden Kriimmungslinie 
aueh im allgemeinen Flächenpunkte die Giltigkeit behalten. 



III. Die wichtigsten Kreispunktstypen. 



1. Kreisj^unkte er st er Ordnung. 

• 

Es ms^ allgemein als eine Linie u = o bezw. eine Linie tv = o 
u. 8. w. eine Linie bezeiehnet werden, welche in einem (Joordinatensystem 
p =. q=z u = o bezw. in einem Coordinatensystem p = q= w = o u. s. w. 
mit der X-Achse zusammen&llt. Die Kriimmungslinien sind also die Linien 

v = o deren Orientation durch die Gleichung -rn -r-^ = o angegeben wird, 
welche folgende Form hat 

vdx^ — {u — 2iv)dx^dy + (m — 2v)dxdy^ — wdy^ = o 

und in einem Coordinatensystem j^ = g = t; = o fiir die Orientirung der 
beiden iibrigen Haupttangenten die quadratische Gleichung 

^rtg^Ä — wtgtf + w — 2w = o 

giebt, in welcher y^ mit tgtf bezeiehnet ist. 

Fiir die die X-Aclise in einem Coordinatensystem ^ = g = r = o be- 
riihrende Hauptkriimmungslinie haben wir nun, indem wir die mit den 
Bezeichnungen im allgemeinen Flächenelemente analogen Bezeichnungen 

^^-U é^-W '^'^•-(P '^'^'-ö 
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einfiihren, laut obigen Deductionen: 

U=u, W=w, = d'' — ir\ ii = d'' — r' + -^ — , 

' ' ' 2tt — 3W 

± — ^'' ^ _ ^-^^ _ TT- U 

/?, 3u — 3u; ' ds w W ' 

l)ie Kriimmung der s- bezw. <-Linie der abwickelbaren Normalfläche 
deren Schnittlinie mit der Fläche die fragliche Krummungslmie darstellt, 

welche mit ^ bezw. ^ bezeichnet werden mag, ist: 

±^_rl_0'' I _ _ r\u — 2m;) D\U — 2W ) 




s, 



Fig. I. 

Es mögon weiter nach dem Schema der Fig. i die positiven Richt- 
ungen deir drei möglichen Krummungslinien mit s, s,j s,^, und diezwischen 
ihnen gebildeten, immer positiv gerechneten Winkel mit a>, a>,^ a>,j, sowie 

die Werthe, welche u tv -7-' u. s. w. annebmen, wenn der positive Theil 
der betrefFenden Hauptkriimmungslinie mit dem positiven Theile der X- 
Achse zusammenfällt mit w,Wj, i^\it\^ ~T^T^ ^- ^- ^^* bezeichnet werden. 
Au8 der S. 82 angegobenen Gleichung 

welche in einem Coordinatensystem p == q = v =^ o die Form 
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hat, und in welcher U^ bezw. W^ die Werthe fur eine Hauptkrummungs- 
linie angeben, deren Tangente mit der X-Achse den Winkel * biidet, re- 
sultiren in den verschiedenen Coordinatensystem ^ = 5 =r t; = o folgende 
Gleichungen 



COSWj 


- COS(ö>,, +ö),„)_ 


'".. W.., 


«m "»m "11 »Il 


COS Ö), j 


_ »111 __ w, 




«i ^x «iii W.i, 


) 


C08 Ö), , , 


W. »1, 




«Il »1. «, — W, 





aus welchen einestheils hervorgeht, dass das Product w{h — iv) in allén 
Coordinatensystemen p = q = v = o denselben Werth hat, d. h. dass das mit 

dem negativen Werthe dieses Productes identische Product W^-^- längs 

jeder Hauptkriimmungslinie einen und denselben Werth hat, anderentheils 
aber auch die Beziehung 

I dRt dRt ditt 



008 Wj COS ölj j COS a)^^^ d8^ ds^ ^ ds 



111 



hergeleitet wird. 

Man erzieht hieraus, dass im Falle }V{U — TF) < o, woboi immer 
drei Haupttangenten existiren, sämmtliche Winkel €o spitz sind, und fiir 

alle Hauptkrummungslinien -t-'>o ist. Bei W{U — T1^) > o können eine, 

zwei öder drei Hauptkrummungslinien vorhanden sein, einer der Winkel 

(O ist grösser als - , so dass sämmtliche Haupttangenten innerhalb eines 

Quadrantes verlaufen, und -7-^ hat fiir alle einen negativen Werth. Den 

Ubergang zwischen den beiden Typen stellen die Fälle W{U — W) = o 
dar, in welchen immer zwei orthogonale Kriimmungslinien und eine Linie 
v = ti — w = o existiren. Längs der letzteren, welche mit einer der beiden 
anderen zusammenfallen känn, ist also der Kreispunkt von höherer Ord- 
nung, und bei dem erwähnten Zusammenfallen besteht noch dazu längs 
dieser Linie eine Beriihrung höherer Ordnung mit der Sphäre, indem sie 
eine Linie v = u = tv =^ o darstellt. 
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Wenn in einem Coordinatensystem jp = g = t; = o auch m^ = o ge- 
funden wird, so ist das Flächeneleraent bis auf unendlich kleine Grössen 
höherer Ordnung als der dritten symmetrisch zur Xi^-El)ene, und die t- 
Linie der mit dieser Ebene zusammenfallenden abwickelbaren Normalfläche 
stellt mithiii eine Kantlinie auf der Evolute dar. Um diese fiir die ge- 
staltlichen Verhältnisse der Evolute bedeutungsvoUen Kantlinien zu unter- 
suchen geht man daher am besten von den Fallen aus, in welchen die 
vorhandenen Linien %u = o mit den Kriimmungslinien zusammenf allén. 

Wenn in der Gleichung -7-' = o mit Riicksicht darauf dass die Linien 

dx 
ta = o senkrecht auf den Linien u = o stehen, tgö fiir — -z- eingesetzt 

wird, so erhiilt man im Coordinatensystem p = q = v^=o fiir die Orientirung 
der Linien ta = o die cubische Gleichung 

w tg' Ö + 3w tg Ö — m = o 

welche nur eine reelle Wurzel hat, sobald 

ist. 

Schnittlinien der Evolute mit der durch den Kriimmungsmittelpunkt 
parallel zur Tangentialebene gelegten Ebene, der Fokalebene, findet man, 
indem man in den Gleichungen der Normale 

^ = OJ ( 1 — Cr) — ^ {ux^ + wy^), ri = y{i—Cr) — ^ {2wxy + wy'), 
C=-, - = v', \^=^y)' einsetzt und dann den resultirenden Ausdruck 



7 = 



2wy' + my 



diCFerentiirt : 



dl) 2{uw + vmy' — w;'y'*) 

dy' (u + wy'^)^ 



indem die der Bedingung 5^ = o entsprechende Werthe von yj' bei nach 

NuU Uin abnehmenden Werthen von x und y die Tangenten der Schnitt- 
linien der Evolute mit der Fokalebene im Fokalpunkte darstellen mussen. 
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Die Bedingung däfiir, dass die Evolute die Fokalebene schneidet 
ist mithin 

uw + wwy' — u^y'^ = o 

d. h. 

Werden die Wurzeln dieser Gleichung fiir y' mit öi«,, und die ent- 
spreclienden Wertlie fiir iy' mit C(\^ bezeichnet, dann die Werthe 

«i+«n=T:r, «.«u = — -. «I + «!i = 



ti;" ' • '* 70 ' .... ^^4 



in den Ausdruck 



2ti;a, + w*a? , 2ti;(i,i + '^Ou 

^ -i- ^ == -4- 



und den entspreclienden fur c^c^^ eingesetzt, so findet man 

d. h. fim 7]' die Gleichung: 

ii?(;]y" — umri' — w^ = o 

und die Identitiiten 

__ I I 

^1 — — I ^11 — * 

* «ii * öl 

Wird dann der Winkel, den die in der Fokalebene durch den Kriim- 
mungsmittelpunkt des Kreispunkts gezogenen Tangenten der Evolute bilden, 
der Evohitenwinkelj mit s bezeichnet, so hat man: 



Aus diesem Ausdrucke ersieht man, dass bei u^m'^ '\' ^w^u<o d. h. 
wenn drei Linien w = o vorhanden sind, die Evolute nicht die Fokal- 
ebene schneidet, und dass, wenn zwei Linien m = o existiren — bei 
u*m^ + 4?<?'w = o — nur eine Schnittlinie zwischen Evolute und Fokal- 
ebene sich vorfindet, während fiir Kreispunkte mit nur einer Linie ti* = o 
immer zwei solche Linien existiren, deren Tangenten im Fokalpunkte den 
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Evolutenwinkel bilden. Die Categorie mit nur einer Linie w = o umfasst 
theils die Fälle w{u — ?r) > o und w{u — w;) = o, theils aber auch Palle 
w{h — w)<o, Hierbei muss aber, da nur eine Linie m = o vorhanden ist, 
immer eine Hauptkriimmungslinie vorhanden sein, längs welcher u ein 
numerisches Minimum darstellt. Es muss also längs dieser Linie u und 
2w — u dasselbe Vorzeichen haben, wonach, da tv{u — w)<o ist, auch w 
und u dasselbe Vorzeichen haben miissen. Li Kreispunkten mit nur einer 
Linie ta = o giebt es also immer ein Coordiuatensjstem p = q = v = o in 
welchem sowohl u als w positive Werthe haben und folglich der aus der 
Normalengleichung erhaltene Werth fiir f in der Pokalebene immer negativ 
ist. Es folgt hieraus, dass sämmtliche Normalen die Pokalebene innerhalb 
eines der vier Winkel e trelBEen, wonach die Schnittlinien der Evolute mit der 
Pokalebene nicht den Pokalpunkt iiberschreiten, sondem in ihm endigen. 
Der so bestimmte Winkel muss also wenigstens so gross sein als die Summe 
der zwei kleinsten Winkel w. Da nun bei w{u' — w) < o diese Summe grösser 

TT 

als - ist und beim Durchgehen des Werth es w{u — w) durch Null, der 

Werth von tgs durch oo hindurchgeht, so folgt hieraus, dass der ange- 
gebene Werth fiir tgs auch dem Vorzeichen nach die Grösse des Evoluten- 
winkels angiebt, während seine Orientirung dadurch bestimmt ist, dass in 
einem Coordinatensystem p = q = v = Oy in welchem sowohl u als w positiv 
sind, der negative Theil der X-Achse innerhalb desselben verläuft. Näher 
wird die Orientirung durch die Bissectrice bestimmt, welche mit der X- 
Achse in einem solchen Coordinatensystem den Winkel 

- are ts —= -^ = - are ts —, — : — : 

2 ^i — c^c^^ 2 ^w{u + w) 

biidet. 

Die Bedingung u^tu^ -{- /^iv^u> o bedeutet iibrigens auch eine Be- 

ziehung zwischen den Winkeln w. Aus der fiir ein Coordinatensystem 

jp = g = ^ = o giltigen öleichung 

tvtg^å — mtg* + u — 2w = o 

fiir die Orientirung der beiden iibrigen Hauptkriimmungslinien, findet man 
nämlich, wenn die s, -Linie mit der X-Achse zusammenfällt, und wenn 
tgfijtgfij, die beiden Wurzeln der Gleichimg sind: 

Äeta malkåmatiM. 21). Imprimé le 13 aoat 19(U. 12 
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— tgi9jtgi9„ =—-— = — + I =tgw,,tga},,, 

wonach aus der fiir 01, + «>,, + öIjh = ^ giltigen Beziehung 

tgr/i, +tgfti,, +tga;,,, = tgöi, tgöi,, tgöi,,, 

die Identität 

dRt __ tgg»,, + tga»,,t 

d«, tg 0;, 

erhalten wird. Wird nun diejenige Hauptkrummungslinie in einem Kreis- 
punkte vom Typus ic{u — iv) < o mit nur einer Linie la = o, fur welehe 

w^u^o mithin -r^ < i ist, als die s, -Linie bezeiehnet, so erhellt es, dass 

die Bedingung w'w/' + 4/r'w > o mit der Bedingung, dass die trigonome- 
trische Tangente cines der Winkel (o grösser ist als die Summe der tri- 
gonometriscben Tangenten der beiden anderen, zusammenfällt. 

In den Fallen M^m' + 4^r'« <o, in welchen sowohl u als fr zwischen 
zwei consecutiven Coordinatensystemen jp = g = r = o Vorzeichen wechseln, 
ist dass Kriimmungsmass der Evolute längs den s-Linien der abwickel- 
baren Normalflächen positiv, und die drei Linien tu = o können mit den 
Uauptkriimmungslinien zusammen fallen, wonacb sie ebenso viele Kanten 
auf der Evolute darstellen. Man findet, dass die beiden Evolutenschalen 
Trichter mit drei Kanten bilden und im Fokalpunkte sich gegenseitig mit 
den Spitzen beriihren. 

In den Fallen w'm' + 4?r'w > o findet man, dass der auf der einen 
Seite der Fokalebene gelegene Theil der s-Linie der abwdckelbaren Nor- 
maliläche derselben Schale der Evolute angehört \\4e der auf der anderen 
Seite der Fokalebene gelegene Theil der ^Linie derselben. Da nun diese 
mit der Linie la = o zusamraenfallen und somit eine Kante darstellen känn, 
80 findet man, dass jede Evolutenschale eineKante hat, welehe im Fokal- 
punkte endigt, und dass die Schnittlinien der beiden Schalen mit der Fo- 
kalebene im Fokalpunkte dieselben Tangenten haben, welehe den Evoluten- 

winkel bilden. Der S. 81 angcgebene Werth fiir -. -^ ergiebt in jedem 

Falle, dass die Kante der einen Schale nach der anderen Schale schaut. 

Die angefiihrten Kelationen reichen dazu aus, um alle Fälle in Detail 

zu untersuchen ausser der Fälle, in welchen länos einer Kriimmungslinie 
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sowohl die Ordnungszahl des Kreispunkts wie die Osculation mit der 
Sphäre von höherer Ordnung ist. Fiir diese durch ein Coordinatensystem 
p = q = v = u = w = o charakterisirten Fälle, welche man am besten durch 
die Untersuehung vom Zusammenriieken mehrerer Kreispunkte kennen lernt, 
so wde fiir die detaillirtere Untersuehung verweise ieh auf meine a. a. O. 
gegebene Darstellung und beschränke mieh hier auf folgende Zusammen- 
fassung. 

I. Umhiegende Krummungslinien. In den Coordinatensystemen 

p = q=:v = o 

ist w{u — w)>o. Die zwei Evolutenschalen sind offen und haben jede 
eine Kan te, welche im Fokalpunkte endigt. Sie schneiden sich beim Durch- 

Fig. 2. 




gäng durch die Fokalebene, wobei ihre in dieser belegenen Tangenten 

TT . 

einen Evolutenwinkel kleiner als - bilden. Sämmtliche Haupttangenten 

verlaufen innerhalb eines Winkels von -. Bei ftt'<4t(;(w — 2^0) existirt 

nur eine Haupttangente. Wenn in einem Coordinatensystem jp = g = i; = o, 
m' = 4?^?(w — 2ic) ist, so giebt es noch ein anderes, in welchem w = 21c; 
ist, wobei die entsprechende Kriimmungslinie auf der nach dem spitzen 
Winkel zwischen den zwei Haupttangenten gewendeten Seite von an- 
schmiegenden Kriimmungslinien begleitet ist. Bei ftt'>4?^;(w — 210) giebt 
es immer drei Haupttangenten, und diese Bedingung ist fur alle drei Coor- 
dinatensysteme 2? = (? = t; = o erf iillt. Die mittlere der drei in den Kreis- 
punkt eintretenden Krummungslinien ist beiderseits von anschmiegenden 
Krummungslinien begleitet. S. Fig. 2. 

2. Ausbiegende Krufnmuvgslinien, Drei Coordinatensysteme 

p =:^ q = v = o. 
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In allén (/•(» — «•)< o. Nirgends mehr als zwei Haupttangenten innerhalb 

eines Winliels von -. S. Fin. 3. 

a) ?('«(' + 4H''« > o in den Coordinatfnsystcmen p ^ q ^ r = o. Die 
Tangcnte des einen WinkeU zwischen zwei Haapttanfrenten ist grösser als 
die TangentenBumme der beiden anderen. Die Evoluten schneiden ein- 

ander in der Fokalebene. Evolutenwinkel grösscr als - . Jede Schale hat 

cine Kante, welche im Fokalpunkte endigt. 

6) In zwei der beziiglichen Coordinateusystcmen ist (f '(«'+ 4h:*«^o 
im dritten m ^ o, Die Tangente des einen Winkels zwischen zwei Haupt- 
tangenten ist gleich der Tangentensumme tler beiden anderen. Jede Evo- 
lutenschale hat eino Kante, welche in dem Fokalpunkt endigt. Die eine 
Schale geht mit nur einer Schnittlinic dnrch die Fokalebene. Die andere 
ist längs einer diese Rchnittlinie im Fokalpunkt beriihrenden Kante am- 
gebogen und Hegt ganz auf der einen Seite der Fokalebene. 

Pig. 4. 





c) In allén Coordinatensystemen p = q = v = o ist «'«*' + 4w*m<o. 
Kein Winkel zwischen zwei Haapttangcnten hat eine trigonometrische 
Tangente, welche die Tangentensumme der beiden anderen erreicht eder 
iibersteigt. Die Evolntenschalen bilden jede einen gesohlossenen Trichter 
mit drei Kanten, sind auf verschiedenen Seiten der Fokalebene belegen 
und stosaen mit ihren Spitzen im Fokalpunkt zusammen. 

3. Eme durchgphende KiämmungsVtnk und zwei orthogonale. Fiir alle 
beziiglichen Coordinatensysteme ist v: {ti — te) ^ o. Der KriimmungsUnien- 
typus zeigt eine Combination von ausbiegenden und umbiegenden Krum- 
mungslinien. S. Fig. 4. Bcide Evolntenschalen schneiden die Fokalebene. 
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Der Evolutenwinkel ist -. Die eine Schalo ist ohne Kanten, die andere 

2 ' 

hat eine durch den Fokalpunkt hindurchgehende. Die zwei orthogonalen 
Krummungslinien entsprechen Coordinatensystemen 2) = q = v== w = o. Ini 
dritten Coordinatensystem p = q=^ v = o ist u = w und die Ordnungszahl 
des Kreispunkts eine gerade. Ist in einem Kreispunkte w(U' — «;) = o 
längs der Linie ti = w die Ordnungszahl des Kreispunkts eine ungerade, 
so gehört er dem Typus mit umbiegenden Kriimmungslinien bezw. dem 
Typus mit ausbiegenden Kriimmungslinien und w'm' + ^w^u > o an, je 
naehdem längs dieser Linie der erste Differentialquotient der Differenz 
7), — Df welcher von NuU verschieden ist, dasselbe Vorzeichen wie w hat 
öder umgekehrt. Fällt die Linie u — tv ^= o mit einer der orthogonalen 
Kriimmungslinien zusammen, wobei längs dieser nicht nur die Ordnungs- 
zahl des Kreispunkts, sondem auch der Osculation mit der Sphäre höher 
ist, so entstehen besondere Typen. 



2. Kreispunkte zwetter Ordnung. 

Die Gleichung ^ -yr' = o f iir die Orientirung der Haupttangenten 

lautet : 

d''dx' + {3d'' — d'')dx'dy -f 3{3'' — d'')dx'dy' + 

+ {d'' — 3d^^)dxdy^ — d'^dy^ = o 

und in einem Coordinatensystem ^) = (y = 9*' = o gelten fiir die von der 
X-Achse beriihrten Hauptkrömmungslinie die Werthe 

(P = 3*o_3^»^ i2 = 3" — r', ^ = ^'' — r' — -^^. 

I _ d*' dUt _ Q—0 

Rs~ 3((1> — 2Ö)' 'di~ 2ä ' 

Die S' und ^Linien der von der XZ-Ebene in diesem Coordinatensystem 
beriihrten abwickelbaren Normalfliiche bilden im allgemeinen Falle Spitzen 
im Fokalpunkt, welche bis auf unendlich kleine örössen höherer Ordnung 
als der dritten mit denjenigen von semicubischen Parabeln zusammenf allén. 
Die der s-Linie entsprechende semicubische Parabel ist 
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deren Spitze eine Evoluto vom Krummungshalbnesser + jri hat. Dieser 
Kriimmungshalbmesser ist fur die Mjinie 



+ 



D\0 — 3äy 

und die Gleichung der ihr cntsprechenden semicubischen Parabel 

Von den Kreispunkten zweiter Ordnung sind diejenigen, welche zwei 
Symmetrieebene besitzen zugleich die wichtigsten und der Untersuehung 
am leichtesten zugiinglich. Sie haben zwei Coordinatensysteme 

in welchen also sowohl die Y- als die X-Achse Haupttangenten sind und 
können ausserdem noch zwei symmetrisch zu diesen Haupttangenten ver- 
laufenden Kriimmungslinien haben. Die geometrischen Grössen, welche 
die von der X- bezw. y-Achse in einem solchen Coordinatensystem be- 
ruhrten Hauptkriimmungslinien charakterisiren, mogen mit 0i 0[ bezw. 
^n ^11 ^- s. w. bezeichnet werden, die fiir die beiden iibrigen gemeinsamen 
mit ^111 ^111 ^- 8. w. Da nun aber H^ = ^n ist, i^aag fiir diese Werthe 
die Bezeichnung H gebraucht werden. 

In einem Coordinatensystem j) = q = d^^ = d^^ = o erhält man fiir 
einen beliebigen Normalschnitt 

^ = 0^ cos'* + 6i2cos'ösin'* + 0,, sin** 
und fiir die beiden Sjjj-Linien 

woraus resultirt 

^111 (p^ + 0^^ — 6Q 

Die S. 82 angebene Gleichung fiir d"D, — rf" 7), längs einer beliebigen 
Hauptkriimmungslinie hat die Form 

— Q = 2Q 

^111 "^lU ^'^' 
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Auf der Evolute hat das Krummungsmass längs der s-Linie einer 
abwiekelbaren Normalfläche entgegengesetztes Vorzeichen gegen dem Pro- 
dukt 0ii, Als Bedingung fur Schnittlinien zwischen Evolute und Fokal- 
ebene findet man auf ähnliche Weise wie in den Kreispunkten erster 
Ordnung 

dy' {(P\'+3iiy'y 

woraus resultirt 



Dieser Ausdruck lehrt, dass, wenn (P, und 0^^ verschiedenes Vor- 
zeichen haben, fiir y'' immer ein positiver und ein negativer Werth er- 
halten wird, so dass immer zwei symmetrische Schnittlinien mit der Fokal- 
ebene existiren. Wenn alle drei Grössen dasselbe Vorzeichen haben sind 
bei fi'>^^i^i, vier bezw. zwei Schnittlinien vorhanden. Haben endlich 
0^ und 0JJ dasselbe, Q aber entgegengesetztes Vorzeichen so muss die 
Bedingung ^i0i,>^9i2' erfiillt sein, wenn Schnittlinien der Evolute mit 
der Fokalebene vorhanden sein sollen, und man findet dabei wieder vier 
bezw. zwei dieser Linien, welche immer paarweise symmetrisch zu den 
orthogonalen BLaupttangenten verlaufen. 

Von den mittels dieser Hiilfsmittel erhaltenen Resultaten gebe ich 
hier eine kurzgefasste Zusammenstellung, in welcher ich zu meiner a. a. O. 
gegebenen Darstellung einige durch die Untersuchung der Kantlinien 
mittelst der Werthe # gewonnene Details hinzugefiigt habe. 

Kreispunkte zweiter Ordnung mit zwei Symmetrieebenen. 

I . Einlaufeyide Krummungslhiien der ehien Schaar und unkreisende der 
mideren, Q{0^ — -ö) > o, Q{0y^ — ii)> o. Zwei öder vier Kriimmungslinien, 
jede zweite beiderseits von anschmiegenden Kriimmungslinien umgeben. 
(Figg. 5 und 6.) Uie Evolute biidet zwei geschlossene Trichter auf einer 
und derselben Seite der Fokalebene. Die eine Schale ist ohne Kanten, die 
andere hat zwei öder vier durch die Spitze hindurchgehende Kanten je 
nach der Zahl der vorhandenen Haupttangenten, wie es die Fig. 7 in zur 
Fokalebene parallelen Schnitten der Evolute andeutet. Doch känn bei Vor- 
handensein von nur zwei Haupttangenten die eine durch die Spitze hin- 
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durchgehende Kante in drei zerf allén, so dass vier anstått zwei Kanten 
vorhanden sind. In Falle 0^ = (P^^ = 3i2 besteht eine Beriihrang höherer 
Ordnung mit dem Sehoitelpunkte einer Umdrehungsfläche, wobei jede Tan- 
gente des Kreispunkts eine Haupttangente ist, und eine Veniiehrung der 
Anzahl der Kanten auf der betreffenden Evolutenscliale bezw. das Dege- 
neriren dieser in eine Umdrehungsachse stattfindet. 



Fig. 5. 



Fig. 6. 



Fig. 7- 









2. AusMegende Krummungslinien, ii{^i — i2) < o, i2((P,, — Q)<o. 
Immer vier Haupttangenten, jede zweite einer anderen Schaar angehörend. 
Die Evolutenschalen bilden entweder zwei geschlossene Trichter, einen auf 
jeder Seite der Fokalebene, mit je zwei durch die Spitze hindurchgehenden 
Kanten und positiven Kriimmungsmass der Flächen, öder es ist einer der 
Trichter theilweise durch die Fokalebene hindurch umgebogen, wobei ent- 
weder vier Schnittlinien mit der Fokalebene und zwei auf dem nicht um- 
gebogenen Theil durch den Fokalpunkt hindurchgehende Kanten vorhanden 
sind, öder auch nur zwei Schnittlinien der Evolute mit der Fokalebene 
existiren, in welchem Falle die Kanten der fniglichen Evolutenschale ver- 
schwiuden. Im sämmtlichen Typen känn eine Vermehrung der Anzahl der 
Kanten vorkommen, indem eine Kante in drei zerfallen känn. 

3. Eine durchgehende KrummungsUnie jeder Schaar. 

(</>,-Ä)(<P„-i2)<o. 
Zwei öder vier Haupttangenten. Im letzteren Falle gehören drei, welche 

innerhalb eines Winkels von '- verlaufen, einer und derselben Schaar an, 

2 ' 

wobei die mittlere beiderseits von anschmiegendeu Kriimmungslinien begleitet 



98 Allvar Gullstrand. 

bei ^i^^x'> o. Diese Fälle, welche man durch Untersuchung des Zusammen- 
fallens von zwei öder mehreren Kreispunkten erster und zweiter Ordnung 
kennen lernt, bieten verschiedene Combinationen der erwähnten Typen dar. 



3. Kreispunkte höherer Ordnung. 

Aus der Beziehunj:^ 

erhellt es, da 

nur Differentialquotienten der Flächengleichung von der Ordnung w + 2 
enthält, dass sämmtliche G-lieder und folglich auch sämmtliche Wurzeln 

der Gleichung -^-^ = o frei gewählt werden können. Es können also 

sämmtliche Wurzeln reell sein. Dabei muss aber in jedem Coordinaten- 

system p = q = — ;^^ — = o, in welchem die Gleichung die Form 

(Z" D d" D 
hat, wegen der Bedeutung der Coefficienten, -r-^^ - -j-;^ < o sein. Da nun 

d d^ D 
wenigstens eine linie — -^-^ = d. h. eine Hauptkriimmungslinie immer 

zwischen zwei Linien — - = o belegen sein muss, so findet man, dass un- 

abhängig von der Ordnungszahl des Kreispunkts immer ein Typus existirt 
mit w + 2 Hauptkriimmungslinien, von welchen jede zweite einer anderen 
Schaar angehört, mit allseitig ausbiegendem Kriimmungslinientypus und 
positivem Kriimmungsmass der Evolute längs den s-Linien der abwickelbaren 
Normalflächen, und in welchem die Evolute zwei geschlossene sich gegen- 
seitig mit den Spitzen im Fokalpunkt beriihrende Trichter mit w + 2 
Kanten bilden, eiuen auf jeder Seite der Fokalebene. 

In den Kreispunkten ungerader Ordnung ist die Zahl der Glieder in 

den Gleichungen ~ =o und t^^~t^ = ^ ^^^^" gerade, und jedes Glied 
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d d^D 
mit gerader Ordnungszahl der Gleichung y^ -^ = o enthält zwei Grlieder 

d^D 

mit ungerader Ordnungszahl der Gleichung -j-^ = o, das letzte ausgenom- 

men, welches nur das vorletzte Glied dieser Gleichung enthält. Auf die- 

selbe Weise enthält jedes Glied ungerader Ordnungszahl der Gleichung 

(Z d"Z> . , d^D 

j;. TV = o, das erste ausgenommen, zwei Glieder der Gleichung -r-^ = o, 

und zwar in der Weise, dass sämmtliche Coefficienten und folglich auch 

d d'*D 
sämmtliche Wurzeln der Gleichung -ni~rir "^ ^ ^^^^ gewählt werden können, 

d'*D 
wobei auch sämmtliche Glieder der Gleichung -j-;^ = o eindeutig bestimmt 

werden. Man kan also erstere Gleichung so wählen, dass nur eine reelle 
Wurzel existirt. Es resultirt fur alle Kreispunkte ungerader Ordung ein 
Typus mit nur einer Kriimmungslinie, umbiegendem Kriimmungslinientypus 
und einer Evolute, welche aus zwei die Fokalebene schneidenden Schalen 
mit wenigstens je einer im Fokalpunkte endigenden Kante besteht. 

In den Kreispunkten gerader Ordnung ist die Anzahl der Glieder in 

d^ D d d^D 

den Gleichungen -j-^ = o und y- -7-^ = o eine ungerade, woraus folgt, 

dass in letzterer Gleichung wohl alle Glieder gerader Ordnungszahl, nicht 

aber alle Glieder ungerader Ordnungszahl frei gewählt werden können, 

d^D , . . d d^D 

sowie dass die Gleichung -j-^ = o nicht durch die Gleichung ^ -j-^- == o 

eindeutig bestimmt ist. Wenn aber sämmtliche Glieder gerader Ordnungs- 

d^D 
zahl in der Gleichung -7-^ = o gleich NuU sind, so sind auch sämmtliche 

d d*D 
Glieder ungerader Ordnungszahl der Gleichung —-—=0 NuU, und die 

iibrigen Glieder können frei gewählt werden. Setzt man alle diese Glieder 
mit Ausnahme der zweiten und der vorletzten gleich NuU, so nimmt diese 
Gleichung die Form 

(r? + i)—- — ^ cos''^' *sm*— ((w + i)— „ — -) cos*sin"+'* = o 

an, wobei mit s^ bezw. s,j die mit der X- bezw. y-Achse zusammenfal- 
lende Kriimmungslinie bezeichnet wird. Da nun die betreflfenden GUeder 

der Gleichuns: —, — - = o erst dann bestimmt werden, wenn noch eine Be- 

*^ ds"* ' 
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ziehung zwischen den vier in obisrer GrleichunG: enthaltenen Grössen ein- 

<»'^fuhrt wird, so känn man, wenn mit Ä' eine beliebiije Zahl jremeint wird, 
eine der Bedingunijen 



d$[ ds II il 8 II I 



dsi 

benutzen, woraus dann erhellt, dass bei Kreispunkten gerader Ordnung 
immer sowohl ein Typus mit zwei einlaufenden Kriimmungslinien der einen 
Schaar und umkreisenden der anderen wie ein Tvpus mit einer durch- 
gehenden Kriimmungslinie jedc^r Scliaar vorkommt. 

Wie man ersieht, kehren in den Kreispunkten höherer Ordnung die 
in den Kreispunkten erster und zweiter Ordnung vorkommenden Haupt- 
typen wieder. Es lässt sich aber erwarten, dass die Zwischenformen mit 
steigender Ordnungszahl der Kreispunkte immer complicirter werden. 

4. Linien sphärischer Krttmniung. 

\on diesen giebt es zwei Hauptformen: solche mit variirender und 
solche mit constanter sphärischer Kriimmung. Erstere Form besteht aus 
einer unendlichen Eeihe von Kreispunkten erster Ordnung mit einer durch- 
gehenden Kriimmungslinie und zwei orthogonalen. l)ie Kriimmungslinien 
jeder Schaar schneiden also, unter sich orthogonal, die Linie sphärischer 
Kriimmung unter endlichen Winkeln, biegen aber in den Schnittpunkten 
rechtwinkelig um. Die Sclinittlinie der Fliiche 



2tt \ X^ + (f / 



mit der XZ-El)ene giebt ein Beispiel fiir eine solche Linie ab. 

Linien constanter sphärischer Kriimmung kommen auf Umdrehungs- 
lliichen vor, und sind von Kreispunkt<?n zusammengesetzt, welche längs dem 
Meridiane von gerader öder ungerader Ordnung sind, je nachdem die 
Evolute dieser Linie im betreffenden Kriimmungsmittelpunkt eine Spitze 
liat odör niclit. In ersten Falle gehören die Meridiane auf beiden Seiten 
der Linie sphärischer Kriimmung derselben Schaar an, im letzteren biegen 
die Kriimmungslinien beiderseits rechtwinkelig in die Linie sphärischer 
Kriimmung um, und die Meridiane auf der einen Seite gehören derselben 
Schaar an wie die Parallclkreise auf der anderen, wobei die Umdrehungs- 
iichse aus Theilen beider Evolutenschalen entstanden ist. 
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SUR LA REPRESENTATION ANALYTIQUE D'UNE BRANCHE UNIFORME 

D'UNE FONCTION MONOGÉNE 
(einquiéme note) 

PAR 

G. MITTAG-LEFPLER. 
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final de la méme portée que Tautre, ayant de plus Tavantage d'étre d'une 
tres grande simplicite et de mettre mon probléme sous un jour nouveau. 

Eappelons d'abord la definition de Imtégrale Laplace-Abel. Soit 
*o > ^1 j *3 j • • • ^^^ suite de constantes assujetties ä la condition que la 
limite supérieure des valeurs limites des nombres |y'Ä^| soit finie/ On 
sait que Tinverse de cette limite supérieure, soit r, est le rayon de con- 
vergence de la serie. 

J'exprimerai avee M. Phingsheim ' cette propriété des constantes A^, 
A:, , ifcj , . . . par la formule 

(O Li^|;^^|=^ 



ya« 00 



et je désignerai par F{x) la fonction analytique qui est définie par les 
constantes k^ ^ k^ , k^ , 



On sait que 



Lim\7-i-= o. 



La serie 

(2) n^) = tin^' 

v = l_ 

est donc une serie toujours convergente. Cest alors Tintégrale 

o» 

o 

oö rintégrale est prise par rapport aux valeurs positives de w qui est la 
celebre intégrale Laplace-Abel. 

Monsieur Borel dans une serie de travaux ' d'une tres grande im- 

Un nouveau théoréme general de la théorie des fonctions analytiques. Comptes 
Rendns etc. T. 138, II avril 1904, pag. 881 — 884. 

Une nouvelle fonction entiére, Comptes Rendus etc. T. 138, 18 avril 1904, 

pag. 94 «, 942. 

* c. f. premiére note, pag. 43, note 12. 

' Alfred Prinosheim. Zur Theorie des Doppel-Iniegrah. Sitzb. d. math. phys. 
Cl. d. K. bayer. Akad. d. Wiss. Bd. 28. 1898, H. I, pag. 62. 

' Voir surtout: 

Emile Borel. Mémoire sur les series divergen tes. Annales de PÉcole normale. 
Sér. 3. T. 16. Année 1899. 

Emile Borel. Lejons sur les series divergentes. Paris, Gauthier-Villars, 1901. 
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portance est arrivé le premier å fixer le domaine de x pour lequel rinte" 
grale converge. 

Ce domaine est une étoile de centre zéro inscrit^ dans Tétoile prin- 
cipale définie par les constantes äj^ , A-^ , A, , . . . et circonscrite au eerele de 

convergence de la serie k^ -^ k^x -{- k^x^ -^ * Je désignerai dans la 

présente note cette étoile par la lettre B^^\ L'étoile s'obtient de la maniére 
sui vante. On limite chacun des vecteurs I issu du centre a une longueur 
p qui est la limite supérieure d'une autre longueur d, limitant I elle-méme, 
et telle que le cercle ayant d comme diamétre fasse partie de Tétoile 
principale Ä, 

M. BoKEL avait démontré la convergence de Tintégrale Laplace-Abel 
pour rintérieur de B^^\ M. Phragmén' est arrivé ä montrer que Tinté- 
grale Laplace-Abel ne peut pas converger en dehors de B^^K L'étoile 
B^^^ est donc quant a la variable x une véritable étoile de convergence 
pour rintégrale Laplace-Abel, de méme que le cercle C de centre zéro 

et de rayon r est un cercle de convergence de la serie A^ + A^i^ + A^o;'-!- 

L'égalité 

(3) FB^'\x) = fe-'F{a)x)d(o 

O 

a lieu pour un domaine quelconque ä Tintérieur de B^^^ de méme que 
Tégalité de Tavlor 

fl «o 

(4) FC\x) = I Jm Z Kx' = r l\x' 



n= « 



a lieu pour chaque domaine a Tinterieur de C. 

Voyons maintenant une maniére fort simple de généraliser Tintégrale 
Laplace-Abel qui permet d'obtenir une étoile de convergence plus étendue 
que J/^^ s'approchant indéfiniment avec la variation d'un certain paramétre 



' voir pour la definition de »1 étoile», »1'étoile principale», »étoile inscrite» et 
»étoile circonscrite» : premiére note page 47, seconde note page 200, seconde note 
page 183. J'ai dé-signé auparavant Pétoile A comme étoile principale des constantes 

o' ii *' ^"j» ^^3» • • • • 

m 

' E. Phragmén. Sur le domaine de convergence de Viniégrale iufinie J F{ax)e^^da, 

o 
Comptes Hendus. etc. 10 juin 1901. 
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de rétoile principale A. Introduisons au lieu de »la fonction génératrice» 
d'ABEL ]i'{x) une nouvelle fonction génératrice un peu plus générale dé- 
finie par Tégalité 

(5) i^.W = É 



i — X 



av 

y-O I 



(6) \m = r{ixv + I ) 

et oil a désigne une quantite positive donnée. On a 

(7) F\{x) = ¥{x), 

et on voit que Fa{x) est une serie toujours convergente de méme que J^'{x), 
J'introduirai donc au lieu de Tintégrale Laplack-Abrl: 

rintégrale nouvelle plus générale 

(8) f[x)=fe-'" T\[iox)da)' -= f e-''I\{o>''x)dw 

O O 

et je démontrerai le théoréme suivant: 

*L'intégrale f{x) posséde par rapport a x une étoile de convergence 
B^"^ qui est inserite dans Tétoile A et qui tend indéfiniment vers cette 
étoile en méme temps que a tend vers zéro. L'égalité 

FB^\x)^f{x) 

a lieu partout a Tintérieur do 1?^"\> 

La demonstration de ce théoréme sera partagée en trois parties diffé- 
rentes. 

1° > Jj^intégrale f{x^) étant convergente Tintégrale f{x) est uniformé- 
ment convergente pour le domaine SXq{9q<0<i)^ oii 6^ dé- 
signe une quantite positive.» 

2° »Ij'intégrale /'(.%) étant convergente Tintegrale f[x) représente sur 
le vecteur {ox^) la fonction FC{x) ainsi que sa continuation 
analytique le long de ce vecteur. 

Äeta mathtmoHea. 29. Imprimtf le 3 »epteinbre 1901. 14 
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Faisons parcourir ä x^ tous les points a Tintérieur de Tétoile 
A pour lesquels le domaine * 

a-^<Arg(^J <a-^ (si o < a < 2) 
B 



W]>- 



— 7r< Arg rn < tt (si a >^ 2) 



est situé ä Tintérieur de A et appelons B^*^^ Tétoile obtenue de 
cette maniére. L'intégrale f{x) nest jamais convergente en dehors 
de B^^K^ 
3° L^intégrale f{x) converge d'une maniére unifonne pour tout do- 
maine å rintérieur de B^*^\» 
Les deux propositions i et 2 seront démontrées dans le § i. Quant 
a la proposition 3 elle démande pour étre démontrée Tintervention d'une 
nouvelle transcendente qu'on obtient en siraplifiant F^{x) en faisant 

Kf. — K, —— tC^ —— . > • — — Ky —— • . . — I 

et que je désignerai par 

(9) ^„(a;) = £i^. 

^ av 

Des propriétes diflfcrentes de cette transcendente seront développées dans 
les §§ 2 et 3. La demonstration compléte de la proposition 3 sera donnée 
dans le § 4. 

Dans le cas a = i Tintégrale Laplace-Abel 



W9 



pouvait étre transformée dans Texpression de M. Borel: 



Lim e"* ^ (*o + Ä-^ rr + . . . + k^x"") 



n + I 



qui a le méme domaine do convergence Bf-^^ que Tintégrale. J*obtiendrai 
dans le § 4 pour a quelconque une nouvelle expression ayant la méme 
forme que celle de M. Borel. J'obticndrai de mcme deux nouvelles ex- 
pression d'une forme intere^sante. Dans le § 5, oti je laisse tomber la 
condition que Tétoile de Toxpression doit étre une étoile de convergence 
j'obtiendrai encore des nouvelles cxpressions. 

* Je désigne par U{z) la partic réolle de z et par Arcji^z) Pargament de z. 
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§ I. 

Je commence par établir le théoréme suivant. 
yl. >Si on admet que Tintégrale 



) = je--'F, 



fM= / e-^' f\{<ox,)do, 



a 



est convergeute, Tintégrale 



nex,)= fe-''F,{<oex,)d<o' 



est nécessaireinent uniformément convergente pour le domaine 9xQ{d^<^0<\) 
oii 0Q désigne une quantitc positive.» 

On voit lanalogie eompléte avec le celebre théoréme d'ABKL pour la 
serie de puissances.* Ija demonstration est absolument la méme que celle 
que M. PiiHAGMEN a donnéo pour le oas a= i.' 

Posons 

^{o}) et ^(ö>) étant réels. Ijes deux intégrales 



* Bcclierches sur la sene i H z -\ ^^ -x* H ^^ -x* + 

I 1.2 12.3 

Théoréme 4. Oeuvres. Nouvelle éd. T. i, pag. 223 

* E. Phkaqmén. Sur le domaine de convergence de Viniégrale infinie J F{ax)G''^da, 

o 
Comptes Rendns etc. lO juin 1901. 
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convergent, et il slagit de démontrer, que les intégrales 



f(da))e— "rfo», / <p{e<o)er'' dw' 



O 



convergent de méme d'une maniére uniforme pour le domaino SQ<9<iy 
0Q étant positif. Considérons par exemple la premiere. On a: 



«,« 1 . (É^^O* 



J 0^ ^ 

1 1 



-6) 



e ^^^ d(o 



a 

a 



= -C e-^^^ ^-'\{(o)e~-^dio^. 



(ö«,) 



a 



Appliquons maintenant le second thcorcme de la nioyeuine pour les inté- 
grales définies et nous aurons: 

I 1 

G) désignant une certaino valeur entré ö>, et w^. Il 8'ensuit immé- 

diatement que Tintégrale i c{6(o)e '"'^ dw"" converge uniformément pour 

o 
ö^ < # < 1 , 0Q ctant positif. 

Le thcoreme A. est par consequent démontré. 

Quant a la fonction Faiwx^) la seule condition ä laquelle elle soit 

assujetie dans le thcoreme est, on le voit, que Fexpression 



soit intégrable. L'importance de cette remarque qui a 6i6 déjä faite par 
M. PiiiiAGMÉy sera mise en évidenco dans une autro occasion. 
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L*intégralo f{Sx^) peut étre transformée de la maniére sui vante 



Posons encore: 



C|»<« 



(ii) <Pa (ä> ) = i e-"' i\ {o>x,)do>' . 



O 



L'intcgrale f{Xo) étant convergente la limite supérienre de Tintégrale 0a{^) 
reste évidemment finie. 
On a: 



(12) n»^.) = ~ Te-" *«'"-'* ^^rfa,-. 



On obtient par conséquent en faisant Tintéf^ration par partie: 



-«." \« "i/ 



(13) /•(öx,)=l/-L-i\ fe-'''^"''-''0^{a>)d<o\ 



Le second membro de cette égalité converge évidemment pour 
ff étant ou réel ou complexe, c'est a dire il converge pour 



'X, \ « 



B\{--;-] ;>i. 
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Par conséquent : 
B. » L'intugrale 



r - 



étant convergente, la transforméo do Tiiitégrale 



/* - - 

f{x)= 1 e-" F^{o)x)dio'' 



ä savoir Tintégrale: 



au 

(■4) (?)' ((7)- ■) / "'^^-'^ *.(")<"»• 



oil 



o." 



<P«(ö') = f e-"' F,iwxo)d(o" 



est convergente tant que 



y]>'' 



R\ R 



Ij'intégrale 



(:•)•(©'-) A-'fc)'-)* 




(w)rfa>" 



représente évidemment pour chaque domaine 

|- i-| 2k7r — a- <^rj7( — ) < 2Å;;r + a- (si o<a<2) 

^ 2Ä;r— 7r<Arffl-^\<2k7r \- 7t (si a>2) 

Jc = — CO... — 2, — J,o, I, 2, ...,09 
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une branche fonctionnelle. Cette branche est en general pour chaqne do- 
maine différent la branche d'une fonction dififérente. La seule considération 
intéressante pour Tinstant est celle du domaine qui correspond ä ä; = o. 
Ce domaine embrasse le vecteur (oXq), et Tégalité 



/ 



to 



e^\9^ 




0a{(o)d(o''. 



a lieu pour les valeurs positives de #, Bq<0<i, Par conséquent: 



C »L'intégralo 



/ 



éf""* F^[a)X,)dio 



étsvnt convergente, Tintégrale 



/ 



e~** F^[wx)da)' 



o 



représente sur le vecteur {B^Xf^^x^^ o\x Bq est une quantité positive si 
petite qu'elle soit, une fonction analytique de rr.» 

Les théorfemes S et C sont encore valables comme Tétait auparavant 
le théoreme A. quand la seule condition ä laquelle soit assujettie la fonc- 

L I. 

tion F^[(ox) est que Texpression e'*^"" F^{a}x)da)'' sera intégrable. 

Dans notre cas oii la fonction F^{x) est définie par Tégalité (5) nous 

montrerons que la fonction analytique qui est représentée le long du vecteur 

{oXf) par rintégrale 



/ 



1 



C-" F^{wx)d(o'' 



est identique ä la fonction FC{x) et ä la continuatiou analytique de FC{x) 
le long du méme vecteur. 
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Ku realiié on sait que 






.a 



1 '■a 






A causc (le la supposition exprimée par la formule (i) on peut toujours 
en (leterminant un nombre positif e aussi petit que Ton voudra trouver 
un entier positif n tel que Ton ait 



^\K\.\A'< 



E 
2 



von 



pourvu que 

|a:|<r' < r. 

Pour ce (lomaine de rr, en dési^nant par oi' et oi" deux quantités 
positives telles que w' < w" on aura donc 



»••« 



v—n 1 



e--" öi^rfco^ I a; I*' < 



e 



I)'autre part pour cc méme domaine de x en choisissant (o' suffisamment 
ji^rand on aura 

Par consécjuent, en prenant e et r' arbitrairenient on peut toujours trouver 
un nombre positiv w' suffisamment jj^rand pour que 



"O. 

tu ** 



(16) 2; ^;IJ.--«,Va,^|.^|'< 
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pourvu que 



(a;| <r' <r. 



La serie de puissances 



(5) 



^.W-Zé 



*' X'' 



¥'='0 I 



est toujours convergente. Il en est donc de méme de la serie: 



1 " 



fcue-*"" o)^ 



v=^ii 



X' 



au 



considérée par rapport a ft>* . On obtient donc 



/'"■' ''■ 



{(ox)d(o'' en 



intégrant cliaque terme separéraent et on a le droit d^écrire 



(17) 



/ 



■"« 



e-'" FJ(or)d(o'' = 






to^dw' X' 



to 



a 



On a par suite en vertu de (i6) 



(i8) 



pourvu que 



L'intégrale 



(9) 



«w 



ra 



f 



e-"'' F,{a>x)dio' 



'u 



<£ 



|a;| <r' <r. 






e-"" l\{cDx)da>'' 



U 



regardée conime fonction de x est donc uniformeinent convergente dans 
cliaque domaine 

Äcta nukthamatiea. 29. Imprimé le 5 fieptembre 1904. 15 
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On a maintenant en désignant par w^ , (o^ y w^ , ... uue suite de con- 
stnntes positives croissant au dela de toute limite: 



— a 

/ e-''" F^{a)x)da)^ = j e'^" F,{a)x)da}^ + ^ C e'"'" F^{(ox) do)'' 



a 



tu. 






O 



+2 



v = l 



a 



a 



w 



v + l 



*„ + 



a.l / 



ft> rfftl'* X + , 






e-"' (o^dto" x'' + 



a 



a 



Of. 



égalité valable pour le domaine |rr|<r'<r. 

Ou a done en vertu du théoréme fondamental de Weikhstijass * 



(•9) 



/ 



e-^"" F,{wx)dw'' = Z Kx'' = FC{x) 



w»l 



cgalité valable au moins pour cliaque domaine ä Tintérieur du cercle de 



convergence C de la serie ^k^x". 

La fonetion analytique qui, Tintégrale 



I 



e—" F^{wx^)d<o^ 



' Kai!L Weierstrass. Zur Funclionenlehre. Werke. Bd. 2, pag. 205 
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On voit donc cii vertu du thdoréme 1} et de la definition de J9^*^ que 
le point Xq ne peut pas étre situé en dehors de 1^''\ 

Par conséquent: 

» 

E. »Faisons parcourir a x^ tous les points a Tintérieur de Tétoile 
principale A délinie par les constantes A:^ , A;, , . . . , A^ , . . . pour lasquelles 
le doraaine 



TT < Ary {^\ <7r (si a > i) 



est situe ä Tintorieur de A et dcsigiions par //"^ Tétoile qiii est obtenue 
de cette nianicre. 
L^intcgnile 



00 



/' - 



ne peut jamais étre convergente en dehors de 7?"^» ' 



Il reste maintenant a voir si Tintégnile i e "•" F^{a)X)da)'^ qui ne peut 



o 



pas étre converj^ent^j en dehors de B^""^ converge partout ä Tintérieur de 
1^"^ Cest seulement si cette circonstance a lieu et si la convergence est 
unifonne pour tout doniaine a l'intérieur de li^""^ que 7/"^ est en realité 
une ctoile de convergence ii notre intégrale. 

On ne voit pas au premier abord la possibilito d'étendre au cas general 
oii a est quelconque la demonstration ([ue j'ai employee dans la note 4, 
§ 2, pour le cas a= i. 11 faut donc chercher une autre voie. 

Je simplifierai d^abord le probleme en introduisant au lieu de F{x) 

la fonction élcmentaire 

I — z 

Je dcmontrerai ensuite qu'on peut ramener le cas general a ce cas. 



I v 



En purcouraut de uouvcau ma uote 4 j'ai remarqué une omission dans la demon- 
stration page 378. J'y öuppose tacitemeut réel et je ne mentionne pas le cas 

general qiii se raméne du reste imuiédiatenient au cas réel. 
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MM. PiiKAGMÉN et BoHEL * de leur c6tc ont démontré que si Ton 

sait ddvelopper en uno serie dont les termes différents sont des fone- 

tions rationnelles de Xy on obtient immédiatement le développement de 
F{x) en nne pareille serie. Lorsqu'ils ont publié lears resultats ils n*ont 
pas remarqué que j'avais démontré ce mcme théoröme il y a déja plus de 
vingt et un ans.' 



* Émile Borel. Addition au mcmoire tsur les series divergentes. Ann. Se. Ec. 
Norm. Sup. T. l6. Année 1899, pag. 132 — 134. 

E. Phraomén. Sur un€ exleusion d'un lltéwéme de Millag-Leffler. Compt.es 
Rendus 12 juin 1 899. 

* FuUsländig anali/lisk fraviHliUlniug nf hvarje entydig monogen funktion^ hvars sin- 
gulära ställen utgöra en värdemängd af första slaget, Öfversigt af K. Vet. Ak. 
Förhundl. 8 febr. 1882. 

J'y ai démontré (pag. 25, 26) la formule 

F{x) = BX + B.k^x + . . . + JB»fe»«« 
s 



+i 



5/^»[^-i(*'^'''^-^ <)■)}" 



ou 2^Q , Z^j , . . . , Z^M sont des constantes par rapport å z mais non par rapport k x^ et 
011 S est un coutour limitant uue surface simplement connexe pour laquelle t\z) est ré- 
gnliére. J'ai méme donué la formule sous la forme plus générale 

m p m— l val 

F{x) = BJc^ + B,k,x + . . . + Bnh^x- + V ö. (— !— ) - V B^,A^:^ (- ) 

a 



+s/^r^-K''-^"'^ ■^M-:)")l 



h 



ou la fonction, uniforme pour la surface limitée pur N et réguliére sur le contour S 
lui-méiue, posséde un nombre limité de points singuliers «, , a, , . . . , '»m å Fintérieur de 
iS; et ou (7^(2) ,.. . Gm{z) sont des fonctions entiéres définies par Tégalité 



F(x) = gJ—^) + ^(x — aj) 
\x — aj 



qui a lieu dans le voisinage de a^, Tégalité 



«■(,-:,)= 1 4- fö)' 

M=0 
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Si dans ce mémoire je n'ai pas eu recours auparavant ä la méthode 
qui consiste ä ramener Tétude de F{x) å celle de c'est pour les 

deux raisons suivantes. 

Mes développements seraient dans les deux oas devenus au fond ab- 
solument les mémes et j'aurais obtenu par conséquent une simplification 
plutöt formelle que reelle.^ 

En second lieu — et c*est la raison qui m'a déterminé pour mes 
trois premiéres notes — j'ai voulu arriver au but par des considérations 
directes et purement élémentaires, et par conséquent sans avoir recours a 
rintégrale de Cauciiy. Mais la méthode qui consiste å ramener le dé- 

veloppement de F{x) au développement de présuppose essentielle- 

ment le passage par Tintégrale de Cauciiy. Or dans cettc note le cas 
n'est plus le méme et la simplification ä laquelle on arrive en étudiant 
d'abord 

F{x) = -:^ 

devient d'une importance capitale. 



1 

X 



ayant lieu dans le voisinage de x = o. Ma ibrinule montre immédiateineDt qu'en ayant 

— L- = Um-(B, + B,? + . . . + bJ^^Y) 

Z~X n=«« \ « \«/ / 

å rintérieur d'une figure génératrice (c. f. troisiéme uote, page 2 1 9) passant par les poiuts 
O , a; et enveloppaut la ligne (O^) Tégalité 

F{x) = Um(B,k^ + B^k.x + . . . + B^Kx^) 

a lieu pour uue étoile E qu'oii obtient en construisant autour de chaque vectenr issu de 
Porigine la plus grande des figures génératrices qui u'embrasse aucun point singulier 
de F{x) et en adjugeant å B la partie du vecteur entré l'origine et x, 

i 

Cest justement le méme théoréme qui å été demon tré par MM. Borel et Phraomék. 

^ Les auteurs qui ont parlé de la simplification de ma premiére demonstration å 
laquelle d^autres auteurs seraient arrivés apres moi (voir p. ex. Pkingbheim, Jacques 
Padamard. La serie de Taylor et son prolougement analytiqu^, Archiv d. Math. und 
P hy 8 i k. 3 Beihe. J3d. 3» pag. 289) ne paraissent pas avoir saisi le fond de mapensée. 
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§ 2. 
En fakant 

(20) F{x) = -?— = 1 + a; + a;» + 

1 '^~" tC 



on obtient pour Fa{x) la serie: 



(9) ^a(^) = Z 



x" 



v = I 



Dans le paragraphe actuel j'aborderai Tétude de la fonction Ea{x) a 
Taide de la formule sommatoire de Maclauimn éelaircie par les méthodes 
d'ABKL et de Cauchv.^ 

J'imposerai eneore au nombre positif o la restriction suivante: 

(21) 2>a>o. 

Désignons par s une quantité positive plus petite que un et par n 
un nombre entier positif. Soit R un rectangle dont deux cAtés situés ä 
la distance n de part et d'autre de Taxe rcel sont parallelos a cet axe et 
dont les deux autres perpendiculaires ä cet axe passent Tun par le point 
— £ et Tautre par le point t? + i — s. 

Nous aurons: 

R 
V^ iC" J I X' 

VaO t/ 



* Voir par exemple: 

Julius Petersen. Vorlesungen uber Funclionstheorie. Kopenhagen. Andr. Fr. 

Höst & son 1898. Kapitel 8, gg 7^. 79- 

Hj. Mellin. Die DiricMef schen liei^ieny die zahleniluoretischen Fumiionen und die 
uuendlichen Produkle von endlietiem Gcschlccht. Acta Soc. Se. Fennicae. T. 31, n*^ 2. 

Ernst Lindeia>f. Quelques apjdications d*une fortmtle sommatoire géncrale. Acta 
Soc. Se. Fonnicac. T. 31, n° 3. 
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— «+tii 



ii+i— é + i» 



— e 



H-l-l—e 



— «— w 



FaisoDS 



(23) 






■+l-«-w 



Ä, 



I \az 






az 



ou i?, désigne la lif^ne (»? + i — g , » + i — s -\- in , 
JB, la lijfne ( — g , — g — ?'«,«+ i — e — «/ , m + i - 
En introduisant : 

(24) 2! = r + U, 



— g + ?w , 

-4 



— g) et 



(25) 



X = r^-'*" 



ou Tyty^ dcsignent des quantités reelles et ou r est le moilule |ir|, on 
trouve : 



(26) 



^^ es«> _ 1 I «« "* ' J c-».T.>-«« _ , I „(,t + I — e + i t) 



-'^dt 



U 

n + l— e 



I e»!"r-«T"_. I «(r + in) 
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(27) 



«. 



/ ' f^^g — i C ' **"*"' ^ '^- r-" p**'-'^ ^-'^dt 

/ e""'— I az ~ J e -••"»-' +*--^' — i | a(n + i — e — it) 



n + l-ff 



+ 



r — ^— 



yTgf» 



«(r — 1») 



7-:r-*''(>'^"rfr 



—c 



. r I t^ 



e — it) 



u 



Par conséquent: 



R 



(28) 



/ 



I z 



e^ljnt — I 



dz 



az 



= t 




M 



yii+l-«g-y< 



^_2rt,-2HL. I a(n+ I -e + tO 



u 






n+l— f 



~ I |^e«"-+«" - I \ a(T-iu) e^"--""" - l \ a{T+in) J 



— « 




.-i< 



r-*ev'' 



+ 



.i; 



g-2t5+2ff/_j a(_e_-t7) ' e-2^**-»'?' _ 1 



«( -g + tQ I 



e-'^^rf<. 



o 



Pour discuter la formule (28) il nous faut connaitre le module de — . 
L'expres8ioii de Weierstrass nous donne: * 



* Voir par exomple: ScuLÖMiix:n. Coinpeiidiuin der féöheren AnalysU, 2*®'' Band. 
3 Aull., piig. 248. 

Acta matfientatica. X). liupritué le o »eptembro 1004. 26 



122 



G. MittagLefHer. 



I I 






-* ^ 4* _!l 



= fiV,in('+(7Tlö-)- 



JW conscquent: 



(29) 



I I /e*^' — e~*' 

]T+][<tV -^— : r>o, +co><>-OD, 

— I •/ ^ r v — -r\ — v ' + r. — t* 5 o < e < i . 



Considérons maintenant la premiére intégrale dans le second membre 
de la formule (28). En vertu de la premiére formule (29) et puisque 
le minimum des deux modules | ^-•'^'•'-«'^' — ]| et |e~"^' — e '"'|; o_</ est 
une quantite A diflférente de zéro, on aura: 



(30) 



fl 
J I «-»"-'-'"' - I | a(H+l-e + t7) ~ c--'-* + »« - I «(u+l-e-t<) | 



dt 



A.n + 1 — « f >, I t,aT.t .. g,— art 



L'intcgrale du second membre est convergente si ^ remplit la condition 



(30 



2r — a- > c> OL- 

o = * = o 



L*expression . ^ . ^ _ --: tend indéfiniment vers zéro avec -. Le module 



de Tintdgrale 




.ii 



^.*i + l-tg-V"/ 



^,_a.Ti,-y«.. j |a(n+ i -£ + ^0 
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8'approche donc indéfiniment de zéro avec - , tant que tp remplit la con- 

I» 

dition (31). 

Considérons maintenant la soconde intégrale du second mombre de la 
formule (28). On a en vertu de la seconde des formulos (29) 



ii+l— e 



(32) 




fr-*" r^ef" r»* r^e-^P» "1 ^^ 






^am _ g— a«^i» 



2a7:n 



to 



—e 



rintegrale / — dr ayant une valeur finie. Le second membre de la for- 



mule (32) tendra indéfiniment vers zcro avec -, tant que ^ remplira la 
condition : 



n 



(33) 



^ ^ ^ ^ 
27r — a^>f>>a- 



Cette condition suppose cssentiellement 



(34) 



2 > a > o. 



En ajoutant ä la condition (21) pour a cette nouvelle condition (34) et 
en supposant que ^ remplit la condition (33) on voit donc que le module 
de chacune des deux premiéres intégrales du second membre de (27) tend 

indéfiniment vers zéro avec -. 

n 

On obtient donc la formule fondamentale: 



(35) 



Ki^) = r 



y=0 



lav 



= — t 






6 



.it 



—ims—VTtt 



- I 
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On a: 



(36) 




.-u 



r-^c^' 



1 






e' 

L*iiitégrale du second membre est convergente tant que (p reniplit la 
condition (33). Les deux conditions (34) et (33) étant vérifices rintegrale 
du second mombre de la formule (35) est par conséquent convergente. 
Mais la formule (36) nous donne encore un autre renseignement précieux. 
On a: 



Lim 



fjs 00 



= o 



ae 



tandis que rintegrale: 



•o 

/ 



(e-(--f)'+e-')V/i+(7^V- 



.ant ^—airt 



2a7lt 



dt 



est indépendante de r. 

Par conséquent le théoréme suivant ä lieu: 

F. »Supposons 
(34) 2 > a > o. 

Le module de E^{x) s^approche indéfiniment de zéro avec - quand 
X tend vers Tinfini dans un angle intérieur å Tangle 



(33) 



2;r— a->jp>a-.» 



En faisant a = i on obtient une propriété connue de la fonction ex- 
ponentielle E^{x) = e'. Par ce théoréme se trouve encore tranchée une 
question importante soulevée il y a quelques années par M. Bok kl. ^ 



^ Intermédiaire des mathémaiiciens. T. 6, n^ 4, avril 1899. 
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On a 



(38) 



QlJtU _ , 






Q-lms _ j 



Par conséquent, 



(39) 



/ 



' -*-rf. 



e'^^ — I 



az 






dz 



Ija fonction — se comporte d'iine maniére réguliére å rintérieur du rect- 

angle ( — e , w + ^ — ^ , n + i — e -^ in ^ — e + iw , — e) et sur son 
contour. 

Par suite 



(40) 



On a d'autre part: 



»+1— « 






— e 



(41) 






I «' 



g-aru _ I a;. 



rf^ 



n 
/'* I -.n-l-l— 5^— f< 



n + l— s 



c' 



• • 



y«»g.fr^y 
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On a donc en vertu des formules (23), (39), (40), (41), (27) 



(42) 



/t 

r I ic' 



H + l-Ä 



= /É^ 



— e 






yfi + l-e^V'' 



-I '«(ii+i -e-i7) 



..t< 



^.ll+I-£g-f/ 



c«ri>+2rr __ , « (n + I - £ + 1*0 



- \é'f^''^^-'^dt 



II-I-1-* 






1-^ r-'t'f' yt< r-'e' ^* "1 _,y 



-^rf^ 



o 



formule qui est un pendant å la formule (28). 
L*intégrdle: 



/- 



dr 



— e 



est convergente pour toutes Ics valeurs de r et de ^. On a pour la se- 
conde intégrale du second membre 



(43) 




,-u 



,H-\-l—t,.^t 



g-9rw+5ffi_ I ain+i -fi-tO 



u 



M 



^ittit-^lnt _ j 



-7— -^, le^^^^^^dt 

a(ii+I -t+ii) 

»^ ■■■■■■ — J 



.fc-fi-é 



= «(*«+ I - g) 



i/(^"^'''"^^ + ^*^'*'^^')V 






2ant 
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Le module de cette intégrale tend donc indéfiniment vers zéro avec - 
poiirvu qiie (p remplisse la eondition: 

(44) 2.T — a^>{r> — (2^ — a^j. 

Quant ä la troisieme intégrale du seeond raembre de la formule (42) 



on a: 



(45) 



»+i— f 






— £ 



(«-(«-.)» + e-P-+.).) y/i+— ^'— , y/^ 



«rÄ ._. o—ojKtn i Y>. 



I 



2/x7un I I aT 
— f 



rfr 



I 

n 



Le module de cette intégrale tend donc indéfiniment vers zérp avec - 
lorsque j? remplit la eondition: 



(46) 



2r — a 



^>j?> — (sr-a^). 



On obtient par conséquent: 

(47) 





• 




— dT+ t 
ar 




r-«e<f' 


I y g!?.Tt£ + ?r/ _ , «( - c + ii) g-*i.Ti5 + 2r/ _ 


I ai-e-it) 



f^" + *. 



) 



e-*f*<f< 



— « 



u 



formule qui doit étre mise a coté de la formule (35) et ou Tintégralc: 



(48) 



r ( ::!:__ ^-''-'" L-JL_ '-''*' \'^*'dt 



O 



est convergente tant que la eondition (46) est remplie. Ije module de 
Tiutégrale étant inférieur a Ar"' ou K ost une constante indépendante de 
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r (c. f. la discussion concemant la formule (36)) tend indéfiniment vers 
zéro en méme temps que r augmente au dela de toute limite le lorig d'un 
vecteur situé dans Tangle (46). Quant ä la quantité positive a la eondi- 
tion (46) revient simplement a 

(49) 4>a>o 

• ... ■ ■ 

et la eonvergenee de Tintégrale (48) a lieu sous les deux eondition8(49) 
et (46). 

La formule (47) donne: 

(50) E,{x) = e* = e^"'' = J^dT+S:K 



— £ 



Dans eette formule largument ^ de x est supposé remplir la condition 

« 

(50. . y>^>-T 

qui dérive de (46). Le module de (?J?^ dimiiiue indéfiniment avec r ■ == - 

quand x tend vers Tinfini le long d'un vecteur situé dans Tangle (51). 
On a: 



\^ •« J II 



— « — a« 



Par suite en vertu de (50) et en y introduisant as au lieu de e et en 
désignant par d^^^ la transformée de d^^^ par eette substitiition : 



j 



—e 



'*'rfr=-e'^ '*"—-/?:"> 



fÅT a a 



égalité qui exige que la condition 

(52) af>^>-af 

soit remplie. 

Acta ntatkétiuUiea. 2*.). Impriué le 10 Ht^pteuibro 1901. 27 
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En retoumant ä la formule (47) on obtient par conséquent le ihéo- 
réme suivant: 

6r. » Supposons 
(49) 4 > a > o. 

Dans le oas oil x est situé dans un angle intérieur ä Tangle défini par 
les deux conditions: 

(46) 2;r— a^>f > — ^2^ — a^), 

(52) a3^.>^>_af 

on a: 

(53) J5:.(x) = ie^''*-+e<-) 

oil le module de e^^^ diminue indéfiniment en méme temps que | aj | = r 
augmente au dela de toute limite.» 

Les deux tbéorémes jP et 6r pris ensemble nous renseignent compléte- 
ment sur la croissanee de E^{x) dans toutes les différentes directions, 
pourvu que: 

(34) 2>a>o. 

On pourra donc énoneer le tbéoréme suivant: 

Théoréme 8 a. La fonction EJ^x) oil a désigne une constante po- 
Bitive vérifiant la condition 

(34) 2 > a > o 

se comporte quant a sa croissanee dans les diverses directions de la maniére 
suivante : 

On doit distinguer trois oas différents. Le module de x augmente 
indéfiniment dans un angle intérieur a Tangle 

(33) 2r--a'^>ir>a^. 
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Cette croissance s obtient au contraire directement si on a égard å Tégalité 



1 ,•?. 1 ,«i 



(53) E,{x) = 

d'oil Ton tire 

(54) E^ire'') = ^,(- r) = cos r' . 

Dans le present paragraphe nous avons donc completement épuisé la 
question relative ä la croissance de E^{x) dans le cas 

(21) 2>a>o. 

Je montrerai dans le paragraphe suivant qu'on peut encore arriver a la 
connaissanee compléte de la croissance de E^ix) dans le cas 

a> 2. 



§ 3. 

Dans le paragraphe précédent j*ai étudié la croissance de la fonction 
E^{x) ä Taide de la formule sommatoire de Maclauhin. La constante a 
était alors soumise ä la restriction 

(21) 2>a>o. 

Je suivrai dans ce paragraphe une nouvelle voie et nous verrons que celle- 
ci nous conduit ä la connaissanee de la croissance non sculement d'une 
fonction E^{x) qui correspond ä une valeur a limitée par la restriction (21), 
mais en méme temps å la connaissanee de la croissance d'une fonction 
E^{x) correspondant ä a réel positif quelconque. 

Quelque temps apres la publication du mémoire de Eiemann sur 
les nombres premiers^ Hankel publia un memoire fort remarquable ' oii 

Uher dit Anxahl der Priwxahlen unier einer gegebenen Grösse. Monatsber. 
der Berl. Academie. Nov. 1859. Ges. Werke. Zweite Aufl. pag. 145. 

' Die Euler*sdien Integrale bei unbeschränkler Variabilitäl des Ärgiimentes, Zur Ha- 
bilitation in der pbilos. Facultät der Universität Leipzig bearb. von Dr Hkrmann Hankei^. 
In Commission bei Leopold Yoss. 1863. Zeitscbrift fur Math. und Physik. Neuntes 
Jabrgang, pag. I — 21. 
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il obtenait une expression pour r~ au moyen d'une intégrale définie ana- 

logue å celle donnée auparavant par Eiemann pour la fonction C(^).* 
Cette expression est: 



(55) 






oix le contour S est un contour ouvert laissant Torigine å gauche, parcouru 
dans le sens positif et qui peut étre défini de la maniére suivante. 

On introduit deux quantités positives p et e dont Tune e est plus 
petite que le nombre deux. Le contour se compose de trois lignes dififé- 
rentes. D*abord la partie d'un vecteur, issu de Torigine et ayant pour 



argument — i(i + e) - entré Tinfini et le point pe ^ . Ensuite Tarc 

de cercle tracé par Textremite d'un vecteur de la longueur p toumant autour 

de Torigine dans le sens direct de /le ^ a />e ' . Finalement la 

partie d'un nouveau vecteur, issue de Torigine et ayant pour argument 

i{\ +e)-, entré le point pe ' et Tinfini. 




* Werke. Zweite Auflage, pag. 146. 



134 G. Mittag-LefFler. 

Supposons : 

\x\<p' 



nous aurons: 



s 

di' 



Faisons 

tf=iO 

et désiguons par S un nouveau coutour ouvert dans le plan des (o laissant 

— ia(l + «)- 

rorigine a gauche et formé de la partie entré Tinfini et p^^e ' d'un 

veeteur issu de rorigine et ayant pour argument — ia{i +e)-, de Tarc 
de cerele tracé par Textremité d'un veeteur de longueur p*^ tournant autour 

de Torigine dans le sens direct de p^^e ' a />'*e 'et ensuite de la 

partie entré p^^e ^ et rinfini d'un veeteur issu de Torigine et ayant 

TT 

pour argument ia{i + e) - • 
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Kous aurons: 

8 

(56) E,{x) = T^ = ^. Tv- '''" 

^^ ^ ''^ ^ ^— ' av 2;rt / a 



iU — X 



oh rintégrale est prise dans le sens direet. L'intégrale représeute une seule 
et méme fonction de x tant que x est situé du méme cöté de S que 
Torigine. 

Begardons le cas: 

(34) 2 > a > o. 

La quantité positive e étant aussi petite qu'on veut, la formule (56) 
nous montre que |J5Ja(ic)| diminue iufiniment avec - {x = re^^) quand x 
tend vers Tinfini dans un angle intérieur a Tangle 

(33) 2;r— a^>fP>a^. 

Cest le théoréme F % 2. 

La formule (56) nous renseigne encore sur la eroissanee de E^{x) dans 
Tangle 

(37) a^>f >— «^ 

dans le cas (34) et nous donne dans le cas 

(57) «>2 

la eroissanee de E^{x) dans toutes les différentes directions. 

Supposons que a étant quelconque x soit situé dans Tangle (37). 

Introduisons deux contours dififérents ä savoir S, correspondant au 
rayon p = p^ et S, correspondant au rayon p = p^ oix 

p,<\x\<p,. 
On a: 



(O ~x 
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Désignons par B un quadrilatére, formé des quatres lignes suivantes. 
L*arc de cerclo tracé par rextremité d\in vecteur de longueur />! toumant 

autour de Torigine dans le sens direct de p^^e '^ a p^e '^ . La 

partie entré p^e et p%e du vecteur issu de Torigine et ayant 

pour argument ia(i +e)-. L'arc de cercle tracé par Textremité dun vec^ 
teur de longueur />a tournant autour de rorigine dans le sens invers de 

p^e ^ a p^e . Finalement la partie entré p^e ei p^e ' 

du vecteur issu de Torigine et ayant pour argument — iot(i +e)-. 




P^le 



-w(l + Oj 



On a: 



(59). ,-. r'e<"'^ = -'-. Ti.-- 

2>Tt / « (O - X 27:1 I a 



R 



(O — X 2- 



7:1 f a (O ~x 
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égalité valable dans Tangle (60) et le théoréme 8 a est par conséquent 
démontré. 

La formule (62) nous fournira eneore le moyen de faire une étude 
compléte de la croissance de la fonction 

(65) E,{x); a>2. 

Cette fonction est d'une autre nature que la fonction 

(66) Ki^)', 2>a>o 

et parait bien moins importante. H est pourtant intéressant de voir que 
les propriétés caractéristiques des deux fonctions dérivent de la méme source. 
Pour simplifier nous ferons en sorte que dans Tintégrale 



(56) E^{x) = ' ■•-•"'- 



27n J a 



0} — X 



les parties infinies du chemin d'intégration se confondent toutes deux avec 
Taxe réel positif (ou dans un cas particulier avec un vecteur voisin de cet 
axe). Cela est possible parce que dans le cas 

(57) a>2 

il existe toujours un nombre pair tel que 

(67) 5<2»»<T- 

Le nombre m étant fixé le chemin d 'integration S sera composé des parties 
suivantes : 

1° la partie de Taxe réel exterieur a un cercle d*un certain rayon />" 
cet axe étant parcouru dans le sens négatif; 

2° la circonférence de rayon p*^ parcourue 2m fois dans le sens positif; 

3° la partie de Taxe réel nommée dans 1° parcourue dans le sens positif. 

1 

Nous déterminerons la fonctions cw** de maniére que, au point de 
Taxe réel oti finit la w® et commence la (wi + i)*" circonférence, elle ait 
une valeur reelle et positive. Grace a cette dét^rmination on aura, sur les 
parties du chemin d 'integration situées a distance infinie 
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1 



ai 



tm 

± — rt 
a 



ce qui démontre a cause de rinégalité (67) la convergence de Tintégrale (56). 
Revenons maintenant ä la formule: 



(62) 

LHntégrale 



E.{x) = 



27CI J a 



d<o 



a>-z 



+ s« 



ii 

-f- 

2m J a 



.0» 



da) 



€0 — X 



se réduit ä la somme de 2 m intégrales 



2Kh J a 



do) 
w — x 



le chemin d' integration, qui est le méme dans toutes les intégrales, étant 
celui indiqué dans la figure ci-jointe. 
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Ce qiii est clifférent dans les diversos intégrales c'est la détermination 

1 

de la fonction ö>" . En effet, en posant (o = p&^ ^ on doit prendre 



1 .H 
- %- 
a ^ a 



dans la [m ■\- i )° intégrale : o}"^ = p"^ e 



dans la {m + i + \if intégrale: of = p"" e "" (,.o --i) 



1^ 1 . ^-2.T 

dans la w® intégrale : tt>'* = />" e " 



1 1 ,«— jwff 

dans la (w + i — vf intégrale: w'^ = p"^ e * (•'-i....,») 



Par conséquent en écrivant 

(25) x = ré'^ 

et en supposant 

o <ip <2n 

on a pour la (w + i + 1;)® intégrale 



2m ja (O 



X a 



r* e « 



(va— m...4-(iN— 1)) 



J*ai donc démontré cette formule 



w-l 1 iVr+2vjr 



(68) ^„(a;)= 51 ^'^' " +4" 



yss— m 



formule qui dans les suppositions (57), (67) est valable pour 

o <^ < 2n. 
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JjQ cas p = o est reste exclus jusqu^ici. Mais il est facile de modifier 
la demonstration de maniére a embrasser ce cas. En effet en faisant 
tourner le chemin d 'integration s d'un petit angle e dans le sens négatif 
on démontre de la méme maniére que ci-dessus que Ton a toujours 



(68) 



m-1 i ^V^tjnm 



VB~m 



mais avec eette modification que la formule est valable pour 

— e <f>< 2n — e 
La formule (68) est donc valable encore pour 

fp = o. 
On démontre d'une maniére analogue qu'elle est valable pour 

fp = 27:, 
Il est donc démontre que la formule (68) a lieu pour 



(69) 



O^fP < 27r. 



11 est evident qu*on peut négliger dans la formule (68) tous les termes 
pour lesquels on a: 



(70) 



ip + 2vn 



a 



n 

2 



En effet puisque on a dans tous ces termes a cause de (67) 



(71) 



^+2V7t 



a 



2mn 3^ 
-—a 2 



chacun d*eux tend vers zéro quand r devient infini. 

Nous sommes par conséquent arrivés a la formule finale: 



1 .f+3yir 
- \ 



(72) 



(•) 



•s. 
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oh la sommation s*étend ä tous les nombres (y = — nij ,,.,-{' {m — i)) pour 
lesquels 



(73) 



y + 2i/;r 



a 



= 2 



Ce resultat peut étre resumé dans le théoréme suivant. 



Théoréme 8 b. »La fonction Ea{x) oix a désigne une constante po- 
sitive remplissant la condition 



(57) 



a> 2 



se comporte quant a sa croissance dans les diverses directions de la ma- 
niére sui vante. 

Choisissons un nombre entier m qui sera soumis ä la restriction 



(67) 



a ^a 

-<2W< — . 
2 2 



Quand \x\ augmente au dela de toute limite le long d*un vecteur 
quelconque {x = ré"^ ; o < fp < 2 ;r) le module 



1^ /kvn-\-ff 



^-(^)-I^"' " 



(") 



oil la sommation s étend å tous les nombres entiers 



i; = — n% ^ — (m — i),...,w — I 



remplissant la condition 
(73) 



2i/;r+y^ 



a 



n 

2 



diminue en méme temps indéfiniment. » 

On voit que |^^(a;)| tend vers Tinfini avec \x\ pour tous les vecteurs 
sauf Taxe réel négatif. On a encore: 
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(74) 



Lime-'-"|^<.(r)| = l, 

1 

ltime'''^\E^{x)\ = o; o <^ < 2;r. 



r= • 



Pour Taxe réel négatif on obtient: 






(75) J5:.(— r)=^-e " cos (^»- sin -^ tt j . 

w — O 

La fonction E^{x) (a ^2) partage donc avec sina; la propriété que 
son module augmente au dela de toute limite avec \x\ quand x tend vers 
Imfini le long de tout vecteur, un seul except^. D'autre part le module 
d'une fonction entiére rationnelle G{x) augmente sans exception au de la 
de toute limite avec \x\ quand x tend vers Tinfini le long d'un vecteur 
quelconque. 

Il est donc naturel de poser cette question. Existe-il des fonctions 
entiéres transcendantes dont le module sans exception comme celui de G{x) 
augmente avec 1 2; | au de la de toute limite quand x tend vers Tinfini le 
long d'un vecteur quelconque déterminé? 

M. Helge von Koch a répondu d'une maniére affirmative å cette 
question^ en donnant comme exemple la fonction G{x) = xsm{x -\- i) qui 
posséde évidemment cette propriété. Une autre fonction de cette nature est 

(76) ö{x) = G{x) + E^{x). 

On peut exprimer la difFérence entré la maniére dont les fonctions G[x) 
et 0[x) tendent vers Tinfini en disant que G{x) tend vers Finfini d'une 
maniére uniforme pour toutes les directions tandis que 6f(n;) devient infini 
d'une maniére non uniforme. La fonction G{x) de son c6té peut étre 
définie par la propriété de tendre vers Tinfini d'une maniére uniforme. 
Une autre question plus profonde se pose ici. 



* Helge von Koch. Sur une classe reniarquahle de fonctions entiéres et transcen- 
denles. Arkiv f. Mat. Astr. o. Fysik. Stockholm. Bd i, 9 sept» 1903. 
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La fonction 

E^{x); o<a<2 

tend vers rinfini seulement å rintérieur de Tangle 

— ot -<c' <a-. 

2 ' 2 

En faisant diminuer a on peut rendre cet angle aussi petit qu'on veut. 
Est-il possible de former une fonction entiére qui ne devienne infinie que 
si I a; I augmente le long d*un seul vecteur, mais qui diminue indéfini- 
ment si \x\ augmente le long de tous les autres vecteurs? Un de mes 
éléves M. J. Malmquist est parvenu ä donner un tel exemple. ^ La 
fonction 

o<a< I 

(logv)« 

posséde cette propriété. EUe tend en réalité indéfiniment vers zéro quand 

\x\ augmente au dela de toute limite le long d'un vecteur déterminé situé 

dans Tangle 

o<^ <2n 

tandis qu'elle augmente au dela de toute limite quand x tend vers Tinfini 
le long de Taxe rcel positif. On le démontre facilement en suivant une 
marche presque identique a celle que j'ai employce dans le § 2. 

M. E. LiNDELÖF de son cöt<5 en se rattacliant a ma note préliminaire 
des Comptes Rendus ^ et en s*appuyant sur un théoréme fort remarquable 
trouvé par lui ' vient de former la fonction * 

o<a< I 





* J. Malmquist. Éiudfi d*une fonction eniiere. A c ta matli. Ce törne. 

* 2 mars 1903. 

' Acta Soc. 8c. Fenn. T. 31, n^ 3, pag. 29. 

* Bnll. des Se. Math. AoÄt 1903, pag. 224—225. 
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qui posséde les mémes propriétés que celle de M. Malmquist. Une telle 
fonction est encore la sui vante: 

(77) j;f-vO"«')«a;''; o<«<i. 

En introduisant dans Tintégrale (56) au lieu de p"* une nouvelle fonc- 
tion de O) nous rencontrerons dans une note suivante une nouvelle classe 
de fonctions de cette espéce. ^ 

Désignons par 6a(a?) une fonction de cette nature. A Taide d'une 
telle fonction on peut répondre ä une autre question intéressante. Existe-il 
des fonctions entiéres qui tendent indéfiniment vers zéro quand |rr| aug- 
mente au dela de toute limite le long d'un vecteur qnelconque déterminé? 

La fonction 

(78) ^-»aW _ g-«a -W. „.>„» 

posséde évidemment cette propriété. On voit sans peine que Texplicätion 
de ce phénoméne qui parait d'abord assez paradoxal est que le module de 
la fonction diminue d'une maniére non-uniforme quand x tend vers Tinfini 
le long de différentes directions. 

Il est facile de voir que dans tous nos exemples la fonction (ia{^) 
n'est pas de genre fini. Existe-il de pareilles fonctions de genre fin i? La 
réponse est negative ä cause d'un théoréme de la plus haute importance 
qui vient d*étre démontré par M. Phragmén ' et qui n'est pas sans rapport 
avec les propriétés caractéristiques que j'ai démontrées concemant la fonc- 
tion Ea{x). Ce théoréme dans les propres tennes de son auteur est le 
sui vant: ' 

»Soit a et p deux quantités satisfaisant aux inégalités 

o<a< 2, o<p<- 



' c. f. E. Phragmén. Sur une exlenaion etc. Ce journal. T. 28, pag. 357, 358. 
Ainsi que mes deux notes Un nouveau théoréme etc. Comptes Bendus ii avril 1904 
et Une nouvelle fonction etc. Comptes Eendus 18 avril 1904. 

* Sur une extension etc. 

' c. f. ma note des Comptes Bendus. etc. pour le 12 octobre 1903. 

Ada mathematiea. 29. Imprimé le 12 i-ept«robre 19DI. 19 
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et supposons que la fonction entiére E{x) satisfasse aux deux conditions 
suivantes. En posant 

on a 

1° \l^[x)\e-'' <A pour —^\<9<^\ 

et 

2° \E{x)\<^B pour a-<ip<2it — a- 

A et B étant deax constantes. 

Je dis que cette fonction E{x) sera nécessairement une constante.» 

Je n'entrerai pas cette fois dans une étude plus approfondie que celle 
qui vient d'étre faite des autres propriétés de la fonction E^{x). Je 
laisserai d*abord la parole ä M. A. Wiman qui vient de terminer un travail 
fort intéressant ^ sur la distribution des zéros de cette fonction. Je rap- 
pellerai encore que M. E. Phragmén ' a montré que la fonction E^^x) 
est å un certain point de vue la plus simple de son espéce. Pourtant il 
convient avant de terminer de voir si la propriété qu'a la fonction J5Jj(a;) = e' 
de satisfaire å une équation différentielle linéaire å coefficients rationnels 
en X peut étre généralisée ä savoir pour E^{x)^ a ayant d'autres valeurs 
que un. y C*est en réalité ce qui a lieu quand a est rationnel. 

Faisons 

m 

(79) « = - 

o\x m ei n sont des nombres entiers positifs. On trouve immédiatement 
en employant la forme symbolique: 



(8o) 



n-\ _ 



m 



G4r^.(^-)=Zf^-+^.(^'). 



1 ' v " 

11 



(J^y E^ir) = E„{r) 



* Vber dit Nulistellen der Funclioneti Ea{x). Ce Torne. 

* Sur une exUnsion etc. T. 28, pag. 357. 
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ou 



(8i) 



I»— 1 






•v— I» 



m 

— (i/-n) 
n 



-\-E^{x); «>l, 



('»^'""ä)" 



E^{x) = E^{x). 



On a donc par exemple: 



'El{x) = -^+2xE,_ix), 



(82) 



^;(a;) = :^/4 + ^ + ...+ "^ 



»-I 



dz 



I 
n 



2 
n 



n— I 



n 



+ nx"->^,{a;), 



£;'(a;) + ^^;(rc)-^^,(x) = o. 



2X 



§ 4- 
Je reprendrai maintenant å Taide des théorémes 8 Tétude de Tintégrale 



(8) 



J 



e— * F^itox) dio' . 



Je la simplifierai cl'aborc[ en faisant 



F,{x) = E^{x). 



Écrivons comme auparavant 

(25) 

et considérons d'abord le cas 



X = re* 



(34) 



2 > a > o. 
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A cause du théoréme 8 a et en désignant par å une quantité positive 
qui peut devenir aussi petite que Ton voudra et en faisant croitre suffisam- 
ment la quantité positive co, on a: 



(83) 



e-^\E,{a>x)\-e 



-ai« ( l-r« coB^ ) 



<öe 



3^—» 



TT n 

— a-<j^<a-, 



e-'^''\E,{<ox)\<de-^', 



OL- <(p < 27r — a- 



Il s ensuit que Tintégrale 



(84) 



/ 



e""" E^{(ox)do)' 



est convergente tant que la variable x se trouve du méme c6té de la ligne 



(85) 



r* cos - = I ; 
a 



TT 



2 ^ TT 



que Torigine: c est å dire a Tintérieur de Tétoile de centre zéro limitée 
par la ligne (85). 

Cette ligne qui passé toujours par le point x = i a dans le cas 

I >a>o 
une forme d apparence hyperbolique et posséde les deux asymptotes 



ta 



— ta- 



re 



et re '^ ; 



o < r < CO . 



Quand a s approche de zéro elle s'aplatit donc de plus en plus ju8qu'å se 

confondre avec la ligne droite (i , + co). 

Dans le cas 

a = I 

elle devient la perpendiculaire ä Taxe réel au point x = i. Dans le cas 

2 >a>i 



elle a au contraire une forme d 'apparence parabolique et s'éloigne quand 
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TT . 



ta — 



ip s'approche des angles a - et — a - indéfiniment des deux lignes re ^ et 



re 






2 2 

; o<r< + oo. Dans le cas 



elle devient un parabole. 



a = 2 
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L*étoile de centre zéro qui est limitée par la ligne 



(85) 

est pour rintdgrale 



(84) 



- (p 

}^ cos - = I ; 
a 



2 ' 2 



«0 

/ 



e-"" E^ (ft>x) dio' 



Tétoile que nous avous déjä désignée au § i (Théoréme JE7) par J?^"\ Le 
théoréme JE7 montre que la convergence de Tintégrale ne peut pas avoir 
lieu en dehors de J?^"\ L*étoile J5^"^ est done une étoile de convergence 
pour rintégrale (84). D'autre part il s^ensuit du théoréme D que Tégalite 



(86) 



\-x J 



E^{wx)dw' 



a lieu partout å Tintérieur de B^'^\ 

Etudions maintenant Tintegrale (84) dans le cas 



(57) 



a> 2. 



Il s ensuit du théoréme 8 b qu*en faisant croitre suff isamment la quan- 
tité positive (o et en désignant par d une quantité positive qui peut de- 
venir aussi petite que Ton voudra on a: 



(87) 



«-" I E,{a>x) 



I -« 

- C 
a 



'» (l-r^conO 



Par conséquent Tintégrale 



<oe 



,« ( i_,.aco8 5^ ) 



— ;r < ^ < ;r, 



(84) 



I 



e-"" E^iatxjdfo" 



dans la supposition 



(57) 



a> 2 
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est convergente a l'intérieur de Tétoile de centre zéro limitée par la ligne 



(88) 



1 



1^ cos - = I ; 
a 



7r<^ <7r. 



Gette ligne comme nous Tavons ddjä remarqué (page 149) est une para- 
bole pour a =2. Pour a>2 elle devient une ligne fermée symétrique 
par rapport ä l*axe réel et coupant cet axe aux deux points r = i , f? = o 

; ^ =i +7r. Quand a tend vers Tinfini elle s'approche de 



et r = 



7t 
C08- 

a 



plus en plus du cercle de centre zéro et de rayon un. 




On voit par les mémes considérations que dans le oas 2 > « > o que 
rétoile de centre zéro qui est limitée par la ligne (88) est une étoile de 
convergence pour Tintégrale (84). 
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On voit encore que Tégalité 






(86) rh= j <■ ■B.W''»' 

O 

a lieu pai*tout å Tintérieur de cette étoile. 

Nous sommes donc arrivés au théoréme suivant: 

Théoröme 9. »L^intégrale 

(84) I e-'^ E,{tox)da,' 

O 

oti a est une constante positive assujettie a la eondition 

2 >a>o 

posséde par rapport k x = ré*^ une étoile de convergenee de centre zéro 

limitée par la ligne 

1 

(85) f"cos^=i; — a^<f^<a^. 

^ ' a 2 ' 2 

On a partout å Tintérieur de cette étoile 

O 

L*expression 



(89) Lim / 



.— *«« 



e-"" E^[a}x)da}' 



posséde par rapport ä x une étoile de convergenee de centre zéro formée 
par tout le plan a Texclusion de la ligne droite (1 , co). On a partout 
ä Tintérieur de cette étoile qui est Tétoile principale des constantes i, i, i,... 
régalité 



(90) 



«0 
e-'" EAo>x)dt»'' . 
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Quand d'autre part 

(57) a>2 

rintégrale 

•0 

(84) f e-"' E„{a}x)dw' 

O 

posséde une étoile de convergence de centre zéro limitée par la ligne 



1 



(88) »-co8^=i; —jr<p<ir 



et Tégalité 



^■=P 



(86) 7T^= / « E^{<^x)d<o' 

O 

a lieu partout å Tintérieur de cette étoile. 
L'expression 

(91) Lim / e-"' E^{(U)x)da>'^ 

posséde par rapport ä a; le cercle de convergence de centre zéro et de 
rayon un et on a partout å Tintérieur de ce cercle 

/i !_ 



A Taide du théoréme 9 il est maintenant facile d*arriver å la con- 
naissance compléte de Tintégrale générale 



(8) 






o 

ÄettL matlumatiea. 29. Imprimé le 31 octobre 1904. 20 
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Je reviens å mon théoréme' de 1882 (voir la note page 117) et au 
lieu de Tintégrale 



2m 
je considére rintégrale analogne: 

s 



\,fn^){^-lfe--^E.(^yJ\^. 



'«' 2tf 



L'étoile J?^*^ a été construite de la maniére sui vante (Théoréme JS). 
Autour du vecteur ré^ on construit dans le cas 

2 >a>o 
une figure génératrice 

(94) P = ^(^^s^)^ — «^ < i^ < «^ 

et dans le cas 

a> 2 
une autre figure génératrice 

(95) /> = ^(co8^) ; —7:<ip<7r 

oti /> , ^ sont des coordonnées polaires relatives au vecteur et oii r est 
déterminé en sorte que la figure appartient entiérement a Tétoile principale 
A des constantes Ä^ , Äj , Ä;, , . . . . ^ Si 2? désigne la limite supérieure de 
r le contour limite de JS^"^ sera décrit par Be*^; oix tp parcourt les valeurs 

Considérons de plus prés la ligne (94). Cest une ligne fermée sy- 
métrique par rapport au vecteur r , jp et qui passé par les deux points 
p = Oy p = r. Pour a= I, et c*est le cas de M. Borel elle devient un 



' voir pour la signification des coDstantes k page 103. 
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cercle ayant la droite (o , ^ ; r , jp) pour diamétre. L'ordoiiné du point 
(Pi^) P^^ rapport ä la ligne (r,fp) est r(cos-j sin^. On voit donc que 

la ligne s'aplatit de plus en plus jusqu'å se confondre avec la ligne droite 
(o , fp ; r , fp) quand a tend vers zéro. H s^ensuit que Tétoile ^"^ s*ap- 
proche infiniment de Tétoile principale Ä quand a tend vers zéro. 

La ligne (95) au contraire est aussi une ligne fermée symétrique par 

rapport a la ligne r,fp qu'elle coupe aux deux points r et — rfcos-j . 

EUe embrasse donc le point zéro. Quand a tend vers Finfini elle se 
rapproche infiniment du cercle de centre zéro et de rayon r. L'étoile 
J?^"^ s'approche par conséquent infiniment du cercle de centre zéro inscrit 
dans rétoile principale Ä en méme temps que a tend vers Tinfini. 
Bevenons a Tintégrale: 



(93) 



s/^w(FT-i./---^-(i)*» 




dy 



oix X sera situé a Tintérieur de ^"^ et S sera un contour fermé qui em- 
brasse la ligne (0,1) ainsi que la figure génératrice par rapport a cette 
ligne et qui est tel que le contour correspondent décrit par xy sera en 
méme temps situé a Tintérieur de J?^*\ 
On a: 



{96) 



h ( M^-\ j -^' <y-'\ 



\dy 



= F{x) 




— «<* 



e- K{^)d<o' ]dy 



ou Tintégrale 



(97) 



2m 




© 



EA^)dw' ]dy 
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est prise le long d'un petit cerclo de centre zéro. Introduisons dans 
Imtégrale 



f» 



(98) J e-"' E,['^)dJ 

O 

la serie qui représente la fonction EJ-j; on aura: 



(99) 




(0) / 



2m 



if^-^^4) 



n'y)i , .-.- r,,-^^^. ^^,J 



w 

(0) 






*" Wo,' 



av 



--» / ^ (o) \ o» 



Par conséquent: 



F{x)= / e-"'' l\{wx)d(o' 



(100) j rj 

Pour chaque valeur de y qui appartient å S nous avons 
(loi) -L_ = I c e-"^ eS^^wJ^ ■ 

o 

doö 

•9 

(102) ■F'(a;)= je-'""F„{o>x)da)' 
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égalité qui est valable pour chaque domaine X situé ä Tintérienr de Tétoile 
B^^^K Si on se remémore maintenant les théorémes JD et JS on voit que 
Tétoile -B^"^ est une étoile de convergence de Imtégrale 



(8) 






L'énoncé donné dans l*introduction de cette note est donc complétement 
démontré. 

J*attirerai encore Tattention sur la formule 



1 

(,03) FB'\x) = Lim ^ A C ^-^ a,'dJx^ 

qui est une conséquence immédiate de la formule (99) et oö J?^*^ est une 
étoile de convergence de Texpression limite du second membre. 
La serie 






""w^dw^^af 



est une fonction entiére de x qui dépend de deux paramétres 10 et a. 
EUe s'approclie indéfiniment de FB^*'^{x) quand w augmente au dessus de 
toute limite, et de FÄ{x) quand a s'approche indéfiniment de zéro. Par 
conséquent : 

O a. »Soit FÄ{x) une branche fonctionnelle quelconque appartenant 
aux constantes A;^, AJj, t,, . . . , A;^ , . . . , dont Ä est Tétoile principale. On peut 
toujours ä Taide des constantes k former une fonction entiére de a?, G^^^{x) 
qui, en outre de x et des A;, dépend de deux paramétres positifs co et 

a et qui est telle que 

UmUmG,^,[x) = FA{x) 

et que Texpression 

lÅx£ilÅmG^^{x) 

diverge en dehors de A. 
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On peut choisir (r^ «(a;) de telle maniére qu'oii obtienne en méme temps 



• =■ • 



Lim Lim G„^,{x) = FC{x) 

et que les expressions : 

Lim G„^^{x)] Lim Lim G^^^i^) 



tsB «0 d^ M IV** M 



divergent, la premiére en dehors de B^*^^ et la seconde en dehors de C» 

Si on laisse tomber la condition que Texpression qui aura FÄ{x) 
pour limite aura en méme temps A pour étoile de convergence, il est facile 
de choisir la fonction entiére de telle maniére qu*elle ne dépende que d'un 
seul paramétre. Nous le verrons dans la suite au § 5. Le théoréme est 
analogue au théoréme suivant de Weierstrass ^ auquel le grand analyste 
attachait une importance spéciale. 

g 9 »Soit f{x) une fonction quelconque reelle et continue de re. Il 
est toujours possible de former une fonction entiére de x^ soit g^{x) qui 
dépend, en outre de x d'un paramétre positif (o et qui est telle que 

lÅmg^{x) = f{x) 

pour toutes les valeurs reelles de o;.» 

La formule (103) peut étre transformée d'une maniére intéressante. 
On a: 







1 m<^ 



\ 

1 



a(v+l) 



dio 



a 



v-0 o 



= z å/ --" '"'^•"^•- 2^' / S"*"' ■ 



' Weierstrass. Vber die analytische DarsteUbarkeit sogenannter wiUkurliciur Funk- 
tionen redler Argumente. Theorem A- Berl. Sitzangsber.^ 9 Juli 1885. Werke, 
Pd 3, Pag. 4. 
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On a de méme: 



Lim 



f|e= « 




?^j 



— -.« 



e • (o^^dw^ = o 



et par conséquent (voir 4**"* note page 370 la note) 



Lim 



l;H/isi-= 



o. 



On obtieut done: 






to''d(o'x' 



= ^iK + k,x+... + kX) f 

v=0 t/ 



_^a / W' 



av 



0} 



y+L 



«(w+l) 



\dw' 



et par suite: 



(104) 



FB^\x) 



= Lim ]^ (A^ + k^x + . . . + K^'') f e" 



1 

— / 

.a 



01" 01 



y+1 



ay 



a(v+l) 



Irföi". 



Pour a = I cette formule devient celle de M. Borel savoir : 



FB'\x) = Lim 52 (*, + AjÄ' + • • • + *X) 



«=•• 



v = 
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Le second membre de ( 1 04) est unif onnément convergent par rapport ä x 
On peut faire par conséquent: 

(■05) F»"(-)-/e-'X[(É-Miö) ,?.*'']*»'■ 



La formule (104) nous fait voir qu'on anrait pu obtenir les qnatre formules 
fondamentales (102), (103), (104), (105) en faisant subir ä Tintégrale (93) 
la transformation 



a 



(106) 



hfM^r-lf 



-«E„(^)rffl,« jdj, 



et en appliquant au second membre des considérations tout å fait semblables 
å celles du § 2 de ma quatriéme note. 

Nous sommes donc arrivés aiix égalités suivantes: 



(107) 






v-O 



/'"■' 



Öl" 

av 



01*'+* '\ 



g(w+i)y 



d<o' 



O v=»0 



iu" 



= FB'\x) 



»=0 • 



e-" to" da>' X' 
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r - i 



UFa^-lfe-^E.(^)J 



2m 



\dy, 



(108) 






w* 



av 



'""' Wo» 



a{v+l)) 



m I • 



ar m' 



v+l 



a\f 



TLaf 



«(v+i)y;ro'> 



) 



do)' 



= je-"' F,{a>x)do}' , 



e-" at^dto'!^ 



(109) 



FÄ{x) 



= LimLim ^{k^ + k,x + . . . + k,x') j e-^""!^ 

o 

■ I «(v+0 jÅ^^^j 



o»' 



v+1 



a(y+V)J 



rVw" 



=^™/^-"1 Z(( 

o I- v-O 



Öl" 



= Lim Lim 

aaO a» 



-iå/ 



V-O Q 
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= Lim / 

a-O J 



-mO- 



e— F.(o>x)rföi- 
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J'ai obtenu par conséquent le théoréme suivant: 

Théoréme 10. »Désignons par A nne étoile de centre a, par a une 
quantité positive et par JS^"*^ une étoile concentrique å A^ inscrite dans A 
et engendrée dans le cas 2 ^ a > o par la figure génératriee 

1: 



= r(cos-j ; — a-<f'<a- 



et dans le cas a > 2 par la figure génératriee 



iO = r(cos-j; — '^^^^'^ 



oh p ei ^ sont des coordonnées polaires relatives au vecteurs x — a = r€^; 
o^jp<^2;r. L'étoile J5^*^ s'approclie infiniment du cercle de centre a 
inscrit en A quand a tend vers Imfini. EUe augmente continuellement 

avec - et devient pour a = i Tétoile de Borel (Théoréme 7 a). EUe ren- 

ferme dans son intérieur tout domaine situé a Tintérieur de A pourvu que 
a soit chosi suffisamment petit. 

L'étoile A étant Tétoile principale des constantes F{a) , F^^\a) , ..., 
F^''\a) , . . . assujetties a la condition de Cauchy, Tétoile J5^*^ est une étoile 
de convergence pour Texpression: 



Lim >(F(a)+ —r-^^ (a:— «) + ...+ -p^^ / e • ( p-— -Wö>* 



= f'-'\t(?^-^f^)t^i'>-''y\'^- 



= Lim 5^ ^^^ -^ C €-'' ä>' rfö»- {x — a)' = fe—'F„{(o{x — a))da>' ; 



J^,{x a)-J^(a)+ . 1^ + ,^ -^ + __ ^ 



-I- 

I • • • • 
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De plus on a Tégalité: 



FB^\x) 



'■= ^2™ L (^('*) + -TT" (^'^^ +••■•" HT" (^~'*) ) j ^ If^ ~ 









e"*" ai^da/^ {x — a)' 






j;(ä)(a; — a))rfa>' 



L'expre88ion limite: 



Lim Lim V ( F(a) + -^^ ix — a) + 

a-o •-> ~y \ |_£ 



+ -17- (^ ~ ") j 



X 



J \|ai/ a(v+l) / 



(fo)' 






= Lim Lim V ?^ ^ f c-" a," dJ {x — o)' 

o 

= Lim fe-''F„{<o{x — a))da}' 

a-o J 
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posséde une étoile de convergence identique å Tétoile ^ et on a Tégalité 

FA{x) 

a«« «««o y^Q ^ IJ. \!L ^ 



X 



J ^ \\au \a(y+l)} 



1 

da>' 



. -?/--T^((F-sil>)S'F'<^-"'-) 

O L v=o 

Lim Lim V ^^^ — f e''' a," dJ {x — a)" 

a>so »MOD ^_0 j/ 



1 



im Te— "F, 



Lim 

a 



(öl (o; — d^diäf^ . 



D'un autre cöté rexpression limite: 



«-» •-" y.ll ^ Ii. 



c) + . . . + 



F<-'X.a) 



{X - «)') 



X 



J \\av \ a(y+l) / 



dw' 






01* 



av 






dw' 



m^ 00 

LimLimV^^^i-5- f e—' a>'dfo''{x-ay = Um Te— 'i?;(a>(«— a))rfä»' 
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to 



= FB^^^x) - T E!lM1- f e-"' to^dJ ix — a)' 

v«=0 I I »/ 



itfl- 



= FB'\x) — f e— " F,{a>{x — a)) dat' 



O 

1 

s / »« 



qui a lieu partout å rintérieur de B^^\ S désignant un contour fermé 
embrassant la ligne {ax) ainsi que la figure génératrice par rapport å cette 
ligne et situé en méme temps a Tintérieur de B^^^K» 

On peut former de plusieurs maniéres différentes, je le montrerai dans 
le paragraphe snivant, des formules tout ä fait analogues aux formules 
(107), (108), (109); mais il parait difificile de les établir de telle maniére 
que Tétoile oii elles convergent reste toujours, la fonction étant quelconque, 
une étoile de convergence. Cétait lä au contraire, je viens de le démontrer, 
une propriété fondamentale des formules (108), (109). 



§ 5. 

Eegardons Tintégrale 



^ 



F{x) ctant comme toujours défini par Tégalité 

(4) FC{x) = k,+ k,x + k,x' + .,. 

oÄ C est un eerele de centre zéro et de rayon r déterminé par Tégalité 



^1 I 



(I) Lim|;/^|=^ 



vaeo 
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et E{x) désignant une fonction entiére de x telle que 



(III) 



^(o) = I . 



Le contour S dolt faire la limite d'uiie surface simplement connexe pour 
laqnelle la fonction F{xif) reste réguliére. Il doit étre parcouru dans le 
sens direct et embrasser les deux points y = o, y = i. 
On a: 



(0) 



(.12) 



'^W = ^(-) + 4-/7^^<-('-0> 



on 



(113) F{x) ='£{k, + k,x + ...+ *X)^^^-^ä'-'' + Jix). 

¥-=0 



La serie 



E{-a> + h)='£ 



E(-'\ - m) 



h' 



w = 



étant ponr toutes les valenrs de w toujonrs convergente par rapport å h 
on a ponr toute valenr de cd 



Lim 



</ 



JE?W( - w) 



= O. 



D'nn antre c6té en mettant r^<r et en désignant par g^ la limite snpé- 



rieure de 
Weierstrass ^ 



T k 



x^ 



pour 1 3? I = r^ , on a d^aprés le théoréme de Cauchy- 



\K\<9^^^' 



et par conséqnent 



ruv^i<^. 



- (^)'*' _ 



/t = 






-a 



- fer" 



I - 



\A 



* Weierstrass. Werke. Bd. i, pag. ^T, 
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r(l*.l + l*.^l+-+Kaf|) 



£C+>X-fiO;^.+l 



v = 



v+l 



est donc pour tontes les valears de rr et de a> une serie toujours eon- 
vergente par rapport å h. Elle est encore, w et h étant fixés, uniformé- 
meut convergente pour un domaine quelconqne de la variable x. Par 
conséquent (ef. pag. 158) 



(114) Um(\k,\ + \k,x\+.., + \Kx^\) 



IP 

f E(*+*\- m)»/*^ d<a 



v=tm 



v+l 



= O 



et encore en faisant 



^(»'+i)(- 



i:t»)„..^j(5i 



+•>(-««) , £(H-»)(-ö,) 



O) 



v+1 



(O 



■i 



d(o 



o 



et a cause du théoréme fondamental de Weierstrass ^ 



(115) 



v-0 




ai^dw \x\ 



La quantité w étant fixée, les deux membres de eette égalité sont tonjours 
convergents par rapport å x. 

Soit maintenant W un domaine fini dans la varieté <o, soit p une 
quantité positive aussi grande qu'on voudra et désignons par g la limite 
supérieure de \E{ — öi + ä)| quand oi appartient a W ei h h. \h\<p. 
On a alors 



<9P''- 



En se rappelant la formule 



|*v|<^i*r' 



' Weiebstrass. Zur FunctionenlehrB. Werke. Bd. 2, pag. 205. 
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on voit donc que 



£<"+•'( - <o) 



<(v+i)f 



99, J 



PfP 



Par conséquent la serie: 






VbO 



X appartenant ä un domaine fini donné, est par rapport å (o uniformé- 
ment convergent« pour un domaine fini queleonque. On a donc le droit 
de faire 



(' 1 1 6') 



f\P- 



m 



+»)(-«) 



" {toxy 



(lat 



v-O n 



^\ — <o)€ul^tIat 



X\ 



On a par conséquent et å cause de (no), (113), (115) et (116) Tégalité 
su i van te : 



(117) 



F(x) -f^{k,+k^x+..,+ Kx^) ^^::^^^ a>^-Hi 



V-O 



oo 



M 



=i^'(.)-;^zJ f^'^^^<o'd^y 



v -o 



-^-.Fix.)- 




J_^k, ^ — '-[o>xY\do> 

-V=-0 J 



o 



.S 



=4/"»-4(-;-)>- 



Nous voyons immédiatement que par un proeédé absolument egal au 
précédent on obtient eneore la formule: 



Actii inathfuiatirii. 29. Tinprinit' lo 'A nnyomhre 1004. 



*W 
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n i8) Fi,r) - £ {k, + k,x + :.. + kvx>) -^-L. ^^^^o.-' 

v - O ._ . 

Pour obtenir les expressions de F{x) que nous clierchons il s'agit donc 
de trouver des fonctions E{x) teilen que le dernier membre, 8oitde(ii7) 
011 de (i c 8), s'approche de zéro en mérae temps que w va vers Tinfini. 
Rejsfardons d 'abord la formule ( 1 1 8) et mettonsi 

AV:r) =^ B,(x). 

Soit jK^"^ rétoile de centre zéro appartenant aux constantes Aoi^n^j,- • 
déja considérée au J^ 4 et soit x un point a rint^rieur de R^^K Suppo- 
sons d*abord 

(34) 2>a>o. 

Ija figure génératrice i)ar rapport a la ligne (oi) est 



- V" TT ^ . ^ s. 

a ' 2 



/>'* = cos - ; — Oi <ip <a 



Choisissons pour S un contour qui embrasse cett^ lig^^, ^t tel que rr// 
soit situé a Tint^rieur de B^^^K 

Désignons par S le contour décrit par z -^ en méme temps que *S' 

est décrit par la variable y. 

La ligne 8 est fermée, embrasse Torigine et reste toujours extérieure 
a la ligne 

'^' 

a 



^«cos^' = I ; (^f = ^/>*^') 



t 

a 
I 



c'' 
qui est la ti^ansformée de la ligne /?"=(*os- au moyen de la substitution 



y — 

y 



Sur lu représeututiou analytique (i'iiiie brauche uoiforine d\\iie fonction inonogéue. 17} 

• • • - • 

Oii sait que IÅmE^{a}2) s*approche indétiniinent de zéro pour chaque 
poiut (le S situe dans raiijjfle 

et que Lim| E„(öi^)| = pour les poiuts de S ou 



cu » « 



(p=±K- 



Oii sait encore que 



1 i 

C' 

1* Ofl fOB I- 



Liin \ I /•;„ iwz) \ — -e " / = o 

o» « \ '^ 



pour chaque point de S qui est situé dans Tausjfle 



a''<(/^<a 






I)'aprés la supposition concernant S et S, la partie de N (jui est située 
dans Tangle 

- <x^<<P<a- 

reste toujoui^s par rapport a la ligne ^"cos- = i du niéme coté que Tori- 

1 



ffinc. lia limite supérieure de /*" cos - dans cot aiiffle est par consequent 



a 
toujours plus petite que tnt. 
On voit donc que: 



-•(i) 



Lim j, ; •\' = o ; 2 > a > o 



(O » 



pour chaque point de S et on voit encore que "^~/— v s*approche d uue 

nianiére uniforme de zéro pour tous les points de S. 
• On arrive au méme resultat ])our 



a > 2. 
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ee pdur rapport a la ligne (bi) est alors 



p*^ = C08- : 



— r<^<;r 



et on a (c. f. (87)), d désignant nne quantité positive qui devient inlini 



ment petite avec 



\E.^W2j\ 



1 ' 

a 



I 1 



1 i 



cu« 



\' 



< d^ 



^<^< A 



Kevenoitö maintenant a la formule \ii8). 
On a: 



Par eon^quent: 






o 



(I20) 



Flf •'I X) = Lim 2 (A, + A-,a; + . . . + *,af) 



»:-f 






»■^ v • 1 



partout 



(121 



**^ • 4- 1 



est nnifonnément convergente pour tout domaine int^rieur å 2^*"^ 

On voit Tanalogie compléte avec Texpression de M. Bokel 
obtient en faisant a = i . 

Faisons encore la remarque qu'on peut mettre pour E{x) au 
EJ^x) une fonction de Fespéce que j'ai considérée page 51; ces^ 
une fonction qui »'approche indéfiniment de zéro quand x tend ver 
le long d'un vecteur quelconque autre que Taxe réel positif, tand 
sera une quantit^ reelle positive croissant au dela de tonte lim' 
X tendra vers Tinfini le long de Taxe réel positif. En choisissar 
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F!f^'\x) ----- Lim p •' .V (b\a) + \ i''<"''uM(;r a) + . . . 



I .,...^ v. .A Öl''+* 



+ f"'*>(>/.)(.T — r/.y* 






//./ {x) -^ Lim Lim ,, J^ . f^ (''i^' ' + i ''"'VOC'' - ^r) + 



• • • 






oh E^{x) désigm^ la fonction: 



v 



'^ ^-»' I öl 



V - O _ 



et ou io est unc variable positive. 

La premiére de ces égalités a lieu partout ä Tintérieur de 7^"^ et la 
seconde partout ä Tintérieur de A. ]je second membre de la premiére 
égalité est uniformément eonvergeiit pour tout domaine iiitérieur a H^\ 
le second membre de la deuxiéme égalité est uniformément convergent 
])our tout domaine intérieur a A, 

Si on sarréte dans le passage a Tinfini a un nombre fini io o\\ aura 
régalité 



"'^^ - E7Ca» % {'^''^ + I '""^'^^' ■ ■ ''^ + • • • + i ''''''^^ - '^) iB^} 



S Ll / ^ ^ 

2rd j z ,v Eu{fo) 



dz 



(|ui a lieu partout ä rintériem* de //"^ si on désigne par *S' un contour 
termé qui étant situé a Tintérieur de If"^^ embrasse la figure génératrice 
par rapport ä la droite (ax). 

En désignant par E{x) une Fonction telle (jue, pour chaque domaine 
fini situé en dehors de la partie de Taxe réel compris entré r = i et 

rinfini ^^— s'approclie uniformément de zéro l(U'sqne c/> augment^» au dela 

de toute limite on a 
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FAi'.r] - Lim -J— V (F{a) + - F^'\a)!x — m + . , . 



n / v+I 



ou le seconcl membre ost imiform^nient converg^ent pour tout domaine a 
rintérieur de A . 

Si on sarréte dans le paftsai^e ii Tinfiiu a un noml>re iini ro on a: 

FJ{x) 



z u: /'7(w) 






ou le contour S est un contour fernid qui étarxi situr fi rintérieur de A 
embrasse la droite (V/.ri.» 

licvenons raaintenant a la formule (117) et faifions y eomme aupani- 
vant dans la formule (118) 

E[x) ^ E^{x), 

Supposons encore: 

2 > a> o. 

Faisons décrire a la variable y autour de la ligne (01) une figure cunéi- 
forme composée de deux ares de cercle syniétriques par rapport a eette 
lij]fno et se coupant aux deux points o et i sous Tangle an. 

Désignons par T''^"- lYtoile de centre zéro inscrit^ dans l'étoile princi- 
pale A qui ost engendree par cett<* figure cunéiforme comme fijofure génc!^- 
ratrice/ 



* pour la definition de »figure genera trice» engendrant une étoile insorite dan» 
tine antre étoile, voir page 219 de ma troisiéme note. 



lir» G, MittJi;nr.J,pff|or. 




Cest, légérement modifiee la méme vtoiU' que j*ai disc^utée aiitre fois 
avec M. Vito Volterra.^ 

Choisissons pour S nnv ligne qui einl)i'ass(» la fijfuro génératrice par 
rapport ii la ligne (oi) en étant en niÄm(» tenips situ^^^o « l'intérieiir de 

rétoile ^^*^ D^slgnons pai- S une li<nie drcrite par z = - en méme temps 

que // décrit la ligne S, A la fignre cunoiforme dans le plan des y qui 
a la ligne (oi) pour axe correspondent dans le plan des z deux demi- 
droites symmétriques par rapport a Taxe rrel passant par le point z = i 
(^t se coupant sous rangle ar. 

La ligne N est donc une lijjue Fernire qui embrasse Torigine et i'e8t6 
toujours du méme cote des <leux demi-droites que lorigine. On voit donc, 
a cause de la proprie^té connue d(» la tVmction K^{x), (|ue 

Jiim K„ia){z- - i)) 



IU= « 



s*approche indéfiniment de zéro et d*un(» maniere uniforme, pour tous les 
points z qui appartiennent «^i S, 
On a par eonséqnent: 



s 



(I2.VI Lim /*^'^^f Ar;„L(,' i))^/-o 



' voir page 229 de niu troisiémo noto. 
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et on obtient au moven de la formule (ii7): 



1124) 



FV^Hx) = Lim 22 (/-, + A.a; + . . . + Äva;') 



sr'\-«>)..,„ 



« -« ^_Q 



V+I 



0> 



/ o» 

y o \ J^ ~ / 

OD 



En faisant a = i on obtient pour Tétoile V^"^ Tétoile de M. Borel que j*ai 
désignée par B^^K La premiére et la troisiéme formule deviennent alors 
celles de M. Borel, la seconde celle que j'ai indiquée dans ma quatriéme 
note (formule (37)). 

Si on introduit au lieu de E^{x) une fonction E{x) de Tespéce que 
j'ai considérée dans mes notes des Comptes Rendus aux dates du 11 et 
du 18 avril 1904 c^est ä dire une fonction telle que E{o)= i et que, 
quand la variable reelle et positive (o augmente au dessus de toute limite, 
E{(ox) s'approche d'une maniére uniforme de zéro pour un domaine fini 
quelconque de x ne comprenant pas Taxe réel positif, on obtient les for- 
mules : 



FA{x) = Lim 2^ (A-, + k^x + . . . + Kt^) ^''^^- "-^-w^-^', 



('25) 



00 



ta 



FJix) = Lim V A"J j ^'^'"'"^"'^o-rfö) \x', 



oe 



/ 






(fti.n" \(I(o 



oö les seconds membres sont uniformément convergfents pour chaque do- 
maine tini situé a Tintérieur de Tétoile principale. 



Aeta niatheuiatifa. 'Jli. Imprimé lo .'i iiovimbrt> UnM. 



äa 
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Les resultats que nous venons frobtenir par la considération de la 
formule (117) peuvent Otre resumés dans le théoréme suivant: 

Théoréme 11 b. > Dési^ons par Ä une étoile de centre a , par a une 
quantité positive plus petite que 2 et par T"^*- une étoile eoncentrique a 
Ä , inscrite en A et en^endrée par une figfure cunéiforme ayant Tangle a;r 
et toumant autour d*un de ses sommefes qui doit étre situé au centre a. 
L'étoile A étant Tétoile principale appartenant aux constantes F{a), 
F^^\a) , . . . , F^''\a) , . . . assujetties a la condition de Cauchv on a les 
deux svstemes dY^fi^alités. 

FV^-\x) = Lim (Fia) + -'j- F^'\a)(x — a)+.,. 



tu-- "Xf \ 

(v + 1) 






( - «») ,„v+, ^ 






I 



j Et''''\ io^io\Uo 



Fr^«>(.r) = Lim > " ,,---, -F^''\a)[x--a\\ 



»u — ao 

y-0 



o» 



O 



J''.4(a;) = Lim Lim (/<'(>) + .-'- F">(ff)(,T — ffi + . . . 



a -- O » - 00 \ 



v '^ / V+I ' 



Ctf 

as 



i5'^(a;) = Lim Lim > ^^ —^^ ¥^'\ai%~dr, 

a O w- 00 ^^^^^ I *^ ) 

v«0 



I 






U 
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oti EJ^J^) désigne la fonction 



cc 



K^yx) = £ 



x" 






et ou O) est une variable positive. Le premier systéme d'égalitéö a liou 
partout å Tintérieur de F^*^ et le second partout ä Fintérieur de A, Les 
seconds membres du premier systéme sont uniformément convergents pour 
tout domaine a Tintérieur de F^"\ les seconds membres du deuxiéme sy- 
stéme sont uniformément convergents pour tout domaine a Tintérieur de 
A, Si on s'arréte dans le passage ä Tinfini a un nombre fini a> on aura 
Tégalité : 



FV~-\x) — V (i''(«) + - F^''> {a)(x — a) + . . . 






w 




j E'^:*%~a»\ai'd(o 



^FV^-^^x) ■ 7 " ,^^ /''W(rt.)(u; — rt) 



( " f 



v O 






u 



2mjzx *\ af — a/ 



qui a lieu partout a rintérieur de P"^ {-i S désigne un contour fermé 
situé ä rintérieur de V^""- et embrassant la iigure génératrice par rapport 

a la droite (ax). 

Si on introduit au lieu de EJx) une lonetion Kix) telle que Eitox) 
s'approche indétiniment de zéro quand la variable reelle positive (o aug- 
inente au dessus de toute limite tant qu(» x api)artient a un domaine tini 
ne comprenant pas Taxe réel positif, on ol)tient les lormules 
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FA{x) -= Lim V (>•(«) + ■;■ t''"[x][x --«)+... 
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ou les seconds uiembres »ont UDiformément converj^ents pour tout domaine 
ä rintérieur de A . 

Si on sarréte dans le passa^^e a Tinfini a un nombre tini a> on aura: 



FA{x) — ^ (l'\n] + ^F">(a{.r — a) + . . . 

V---.0 ^ 



+ , ^""((nix-a)'] , , 



,.\i!,'C'+»\-«,)^.., 



C» 










y-0 



tu 



FA{X)— / ^ --,i-j^^f''"(//)(ö>(a; a)i'f/a» 

. / v- O \ _/ 

I 



.v 



2ri ) z -X \ z a) 



dz 



ou äS' dési^iie un r()nt<»ur Fornir (»nibrassant la lijyiic \ax] et situe \\ rintérieur 
de Tétoile A, 
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REMARQUES SDR UN THÉORÉME FONDAMENTAL DE LA THÉORIE 

DES ENSEMBLES 

r Ex tratts de deux lettres adressées éi M* Mltiag-Leffler) 

PAR 

ERNST LIXDELÖF. 



En étndiant ces demiers temps la théorie des ensembles, j ai 6té 
amené a m'occuper en particulier du théorfeme fondamental de MM. Can- 
roK et Bendixson, * théoréme sur lequel M. Schoenflies est revenu dans 
une publication récente. * Les demonstrations de tous ces auteurs reposent 
sur la notion des nombres transfinis que M. Ca\tou a introduits dans 
TAnalyse. Cependant, la partie la plus importante du théorérae en question, 
celle qui concerne la décomposition d'un ensemble fermé en un ensemble 
parfait et un ensemble dénombrable, semble assez étrangére a la notion du 
transfini, et il est donc désirable d'en trouver une demonstration od cette no- 
tion n'intervienne pas. Cest.aussi, si je ne me trompe, Topinion que vous 
avez exprimée lors de notre derniére entrevue. Or, je me suis aperfu qu*on 
peut y parvenir en apportant a la demonstration de M. Bendixson une lé- 
^ére modification qui, en somme, revient ä un changement de terminologie. 
Cest ce que je me permettrai de vous indiquer en quelques möts ci-aprés. 

Quant a la seconde partie du méme théoréme, la propriété fonda- 
mentale des ensembles dérivés, jointe ä la seule definition des nombres 
transfinis, suffit pour T^tablir une fois qu'on aura demon tré la premiére 



^ Acta mathematica, t. 2. 

• Nachrichton der K. GesellBchaft der Wisaeuachaften zu Göttingen, 
Mnthematisch-phj-sikalische Klasse, 1903 Heft i. 

Jda wafhfwafirn. 29. Itnprimé If* ^^ noremhre 19(V(. 
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partie. Je nen parlerai donc pas <lans la suite, et je me hornerai a la 
premiére partie du théoréme qui s*énonce ainsi: 

Tout ensemble fetfné non (lénamhrahle se ronipose d'mi ensepnbJe parfait 
et d'im etisemhle dAftmnbrahle. 

I. Toutefois je me placerai (Vabord ä un point de vue plus ^néral, 
en considérant un ensemble non dénombrable quelconque, (P), fermé ou non; 
je suppose cet ensemble situé dans un espace å un nombre fini n de di- 
mensions, ou plutöt, pour simplifier, dans une region lim.itee T de cet 
espace, hvpothése qui ne restreint en rien la généralité, puisqu^on peut 
toujours la réaliser par une projection convenable de lespace. 

Voici maintenant une nouvelle notion que j'introduirai et qui va jouer 
un r61e fondamental dans la demonstration: 

Je dirai qu'un point donne C de la region T constitue un point de 
eothdensafimt de V ensemble [P), si une sphére construite de ce point comme 
centre, quelque petit qu on en choisisse le rayon, renferme toujours une 
infinité non dénombrable de points P, 

Cela pose, je démontre successivement les propositions suivantes: 

(a) La réffion T romjfrend au moins an point de rond4*nsation C de 
V ensemble {P), 

Ija demonstration est analogue ii celle par laquelle on prouve qu*il 
y a dans T au moins un point limite de (P), On peut supposer tout 
d*abord que la region T affecte la forme d*un cube dont les arétes sont 
paralléles aux axes des coordonnées. Divisons T par exemple en 2* cubes 
égaux par des plans paralléles aux plans des coordonnées. L^un au moins 
de ces cubes comprendra nécessairement, å Tintérieur ou a la surface, 
une partie non dénombrable de Tensemble iP); car si chacun d'eux nen 
comprenait qu'une partie dénombrable, la somme de tous ces ensembles 
partiels serait également dénombmble et, par suite, il en serait de méme 
de (P). En ehoisiasant done, suivant une convention déterminée, Tun des 
cubes qui renferment une infinité non dénombral)le de points P, puis en 
divisant celui-ci en 2" cubes plus petits, et en continuant de la sorte, on 
arrivera bien a prouver l'existence d'un point C jouissant de la propriété 
distinctive des points de condensation. 
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(b) U ensemble C des points de condensation de (P) est un ensemble 
fermé. 

Soit en effet C un point limite de Tensemble (C). Toute sphére 
décrite de C comme centre, quelque petite qu'elle soit, comprendra né- 
cessairement des points C dans son intérienr et renfermera par suite, 
d'aprés la definition méme des points C, one partie non dénombrable de 
Tensemble (P). Le point C est donc lui-méme un point de condensation 
de (P) et figure, par conséquent, dans Tensemble ((7), C. Q. P. D. 

En désignant maintenant par (i2) Tensemble des points P qui ne 
figurent pas dans Tensemble ((7), je démontrerai cette nouvelle proposition: 

(c) L* ensemble {B) est dénombrable. 

A cet effet, je nai qu'ä repeter une demonstration donnée par M. 
Phhagmbn, * en y changeant seulement la terminologie. 

Puisque {C) est un ensemble fermé, les distances d'un point donné 
quelconque de Tensemble (JB) aux différents points C admettront un mi- 
nimum déterminé d distinct de zéro. Fixons une suite de nombres positifs 
décroissant vers zéro: 

d^>d^> . ,.> å^> . .. (lim rf, = o). 



et divisons (B) en des ensembles partiels: {B^) , (i?,) , . . . , {By) , , 

(JBJ désignant Tensemble des points de {B) qui vérifient la condition 

rfy < å < rfy_l . 

Je dis d'abord que chacun de ces ensembles partiels est dénombrable. 
En effet, si {B^) par exemple était un ensemble non dénombrable, il en 
existerait au moins un point de condensation dans la region T, d 'apres la 
premiére proposition démontrée ci-dessus. Ce point serait aussi point de 
condensation pour Tensemble (P), dont {B^) fait partie, et figurerait par 
suite dans Tensemble [C). Mais cela est impossible, car le point en 
question, étant poiut limite de Tensemble {B^), aura nécessairement une 
distance >^åy a Tun quelconque des points C. Donc (i?J est bien un 



^ Acta mathematica, t. 5. 

Acta mathanatico. 29. Impriiué le 2 févrirr 19L'r> 04. 
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ensemble dénombrable, et comme nous ii*avons qu'une infinité dénombrable 
de tels ensembles, leur somme, c 'est ä dire (i?), sera également dénom- 
brable, C. Q. F. D. 

(d) L* ensemble (C) est par/att, 

Puisque j*ai. déjå démontré que cet ensemble est fermé, il ne me 
reste plus qu*å faire voir qu'il ne saurait renfermer de points isolés. Ad- 
mettons donc un instant que C\ soit un point isolé de {C) et, de ce 
point comme centre, décrivons une sphére S laissant a Textérieur tous les 
autres points C\ La partie {P)g de Tensemble (P) qui est intérieure a 
cette sphére doit étre un ensemble non dénombrable, puisque (\ en est un 
point de condensation. Mais, d'autre part, tous les points P compris dans 
S, excepté le seul point C\ dans le cas oö celui-ci figure dans Tensemble 
(P), font partie de renseml)le (J2), et comme celui-ci est dénombrable, 
d apres la proposition (c), il en doit donc étre de méme de (P)^. Cette 
contradiction prouve Texactitude de la proposition énoncée. 

En somme, j'ai donc démontré ce théoréme: 

Étant dmmé un ensemble non dénomh^able quelconque (P) situé dans un 
espace ä un nomh^e fint de dimensions^ les points de cet espace qui constituent 
des points de condensation de Ve^wemble ( P) förment un ensemble parfait ( C), 
et les points de (P) qui 7W figm^ent pas dans {C) förment un ensemble dé- 
nombrable (R). 

2, On voit qu*il y a des points P, et méme une infinité non dé- 
nombrable de ces points, qui figurent dans Tensemble [C)^ et on peut 
ajouter qu*une sphére arbitrairement petite décrite d un point quelconque C 
comme centre renfermera toujours une infinité non dénombrable de points 
P faisant partie de Tensemble {C), On peut en tirer, en particulier, cette 
conséquence : 

Tout ensemble infni de points, situé dans un espace ä un nombre fim 
de dimefisimis et tel, quautour de chacun de ses points on puisse constrftire 
une sphére qui n'en renfei^me qu-une partie dénomln^able, est lui-meme un en- 
semble dénombrable. 



Je ferai remarquer qu'en s'appuyant sur cette proposition 
premier abord, semble presque intuitiva, on peut démontrer en 



qui, au 
quelques 
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mots le théoreme du n® i. Il serait donc intéressant de trouver une 
demonstration directe et simple de la proposition en question. 

3. En revenant maintenant aux considérations développées au n° i, 
j*introduirai cette nouvelle hypothése que Tensemble (P) est fernié^ c'est 
å dire qu*il comprend tons ses points limites. Tout point de condensation 
étant en méme temps point limite, on voit que Tensemble (C) est dans 
ce cas compris tout entier dans lensemble donné (P), de sorte qu*on aura 

(P) = (B,) + (C). 

C est la précisément le théoreme de MM. Bendixson et Cantok que je 
voulais démontrer. 

Helsingfors, juillet 1903. 



II. 

Une remarque de M. Bokel, ä qui j'avais communiqué le contenu de 
ma demiére lettre, m ayant conduit å étudier de nouveau la proposition 
que j*y ai établie au n° 2, je me suis apergu qu*on peut la rattacher 
a un théoreme general tres élémentaire, qui constitue d'ailleurs Textension 
directe d*un théoreme de M. Bouel. Par cette voie, on arrive ä une nou- 
velle demonstration du théoreme fondamental de MM. Cantor et Ben- 
dixson qui me semble remarquable par son caractére direct et intuitif, 
et que je me permettrai de vous presenter ici. 

I. Je commence par démontrer le lemme suivant, qui est dailleurs, 
géométriquement, presque evident. 

Éiant dorméj dans un espace ä un nonibre fint de dimensionSj un ew- 
sefnble borné quelconque de points, (P), si, de chactin de ses points comme 
centre, on consb^it une spliére d'tm rayon supérieur ou egal ä une hngueur 
donnée r, on pourra totyours choisir un nömbre fini de ces sphéres de telle 
sorte que tout point de (P) soit intérieur å V une d'elles. 
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Dans Tensemble (P), je prends au hasard un point Pj, puis je 
choisis un point P, dont la distance å P, soit >r, puis un point P, 
dont la distance ä chacun des points P^ et P, soit >^r, puis un point 
P^ dont la distance ä chacun des points P ^ P^^ P^ soit >^r, et ainsi de 
suite, jusqu*å ce qu'on ne trouve plus de point satisfaisant aux conditions 
requises. 

H est en effet evident que le procédé que je viens de décrire ne 
saurait fournir qu'un nombre fini de points 

(i) i^j , x^, , x^j , . . . 4 

Pour le faire nettement voir, il suffit de construire de chacun de ces 

I» 
points comme centre une sphére de rayon - et, d'autre part, une surface 

fermée T enveloppant tout Tensemble (P) et ayant ä Tun quelconque de 

ses points une distance supérieure ä - . Les sphéres seront extérieures 

Tune å lautre, mais intérieures a la surface T, de sorte que la somme de 
leurs volumes sera inférieure au volume V limité par cette surface. Donc 

V 
le nombre n des points (i) sera certainement inférieur a — , en désignant 

I» 
par v le volume d'une sphére de rayon - . 

Tout point P ayant, d'aprés ce qui précéde, une distance inférieure 
ä r de Tun au moins des points (i), on voit dés lors que les n sphéres 
S correspondant a ces mémes points jouissent bien de cette propriét^, que 
tout point P est intérieur a Tune d^elles. 

2. Jarrive au théoréme general annoncé au debut de ma lettre. 

Théoréme. iltant dormé un e^isemble quelconque de points, (P), situé 
dans un espace ä un nombre fini de dimensions, si ä chaque point P on fait 
coyrespondre une sphére S ayant ce point comme centre, on pourra choisir 
une infinité dénombrable de ces sphéres de telle sorte, que tout point de ren- 
semble donné soit intérieur ä Vune d'elles. 

Comme on peut décomposer un ensemble quelconque en une infinité 
dénombrable d*ensembles bomés, il suffit évidemment de démontrer le 
théoréme dans le cas oti V ensemble (P) est bomé. 
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Fixons une suite indéfinie de nombres positifs décroLssant vers zéro: 

rj > r, > . . . > r^_i > r« > . . . (limr„ = o), 

divisons les spheres S en ensembles partiels 

suivant que leurs rayons vérifient les inégalités: 

^> ^11 resp. rj > r > r, , . . . , r^_i > r > r^ , • • • , 
et désignons par 

(P),,(P),,...,(P).,... 

les parties de Tensemble (P) formées par les centres des sphéres S com- 
prises resp. dans les ensembles précédents. 

D'aprés le lemme démontré ci-dessos, on pourra choisir un nombre 
fini de sphéres de Tensemble {S)^ de telle sorte que tout point de Ten- 
semble {P\ soit intérieur a Tune d'elles; de méme un nombre fini de 
sphéres de Tensemble {S\ de telle sorte que tout point de Tensemble (P), 
soit intérieur a Fune d*elles, et ainsi de suite. En somme, on aura donc 
une infinité dénombrable de sphéres S telles que tout point de Tensemble 
donné soit intérieur a Tune d*elles au moins, C. Q. F. D. 

Si, en particulier, on suppose Tensemble (P) bomé et ferméj on peut 
démontrer qu*il existe un nombre ^ni de sphéres 8 répondant aux conditions 
voulues. Cest lä le théoréme de M. Boh£L ^ dont j*ai parlé au debut de 
cette lettre, et sur lequel il avait bien voulu appeler mon attention. 

Du théoréme que je viens de démontrer découle immédiatement la 
proposition suivante, établie au n^ 2 de ma derniére lettre: 

Étant donné un ensemble de points, (P), situé dans un espace ä un 
nombre fini de dimensions, si, autour de rhacun de ses points, on peut con- 
struire une sphére qui ne renferme quun nombre dénombrable de points P, 
on peut afirme)' que (P) est un ensemble dénombrable. 

En effet, d^aprés le théoréme précédent on peut, panni les sphéres 
envisagées, en choisir une infinité dénombrable de telle sorte que tout point 

' Gomptes rendus, 4 mai 1903. La condition que Tensemble (P) soit fermé 
D'y figure pas expressément, évidemment par inadvertance, puisque cette condition joue 
un röle essentiel dans la demonstration qu'avait donnée M. Borel p. 42 — 43 de ses 
Le^ns sur la Oiéorie des fonctions, et å laquelle il renvoie dans la note citée. 
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P soit interieur å Tune d'elles, et comme cliacune de ces spliéres, par hy- 
potliése, ne renferme qu*un nombre dénombrable de points P, il s^ensuit 
bien que Tensemble (P) est lui-méme dénombrable. 

3. Apres ces préliminaires, voici maintenant avec quelle facilite on 
établit le tliéoréme fondamental de MM. Cantor et Bendixson: 

Tout ensemble fernw noyhdmombrable (P), situé dans un espace ä un 
noinh'e fini de dimensions, se compose d'un ensemble parfait et d'un ensemble 
dénombrable, 

Écrivons (P) = [Ii) + {C), Tensemble {B) comprenant tout point P 
tel qu'on puisse Tentourer diine sphére qui ne renferme qn'une partie 
dénombrable de (P), et Tensemble [C) tous les autres points P. 

De la derniére proposition démontrée ci-dessus, il résulte immédiate- 
ment que Vensemble {B) est dénombrable et que, par suite, Tensemble (C) 
existe effectivement et comprend une infinité non dénombrable de points. 

D'aprés la definition méme de ce demier ensemble, tout point C jouit 
de cette propriété qu'une sphére arbitrairement petite ayant ce point comme 
centre renferme une infinité non dénombrable de points P. Or, Tensemble 
{B) étant dénombrable, la sphére considérée renfermera nécessairement aussi 
des points C, et méme une infinité non dénombrable de ces points; d'ou 
cette conséquence que Vensemble [C) ne comprend pas de points isolés, 

D'ailleurs tout point limite C de Tememble {C) fatt lui-meme partie de 
cet ensemble. En effet, le point C est d*abord compris dans Tensemble 
(P), puisque celuici est fermé. D'autre part, si de C comme centre on 
construit une sphére aussi petite qu*on voudra, celle-ci renfermera å Tin- 
térieur des points C et, par suite, une infinité non dénombrable de points 
P. Donc C figure bien dansF ensemble (C), ce que nous voulions démontrer. 

Par conséquent, {C) est un etisemble parfait , et la demonstration se 
rouve ainsi aehevée. 

Helsingfors, aoftt 1903. 
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§ I- 
Es sei znnächst ot = 7 , wo k eine ganze rationale Zahl bedeutet. Die 
Fanktion E^x{x) geniigt der Differentialgleichnng 

Nach der gewöhnlichen Integrationsmetode erhält man bieraus 



(2) y = f^^ c + 



I / ^K*' I 



Soll nun insbesondere y = Et-i{x) sein, so hat man fur a; = o, y= i, 
wodurch die Konstante c = i bestimmt wird. Es besteht mithin die IdenHtät 

Die Beihe E^^x{x) lässt sich in eine Summe von k Partialreihen Ij'I^[x) 
fur j; = o, !,...,* — I zerlegen, so dass 

W"^V /»v -I- itu 

Offenbar hat man Eflx{x) = é^ und fur v = i , . . . , Ä: — i 

X 

(5) BM,(i) = e^ fice-^i, 

Es ist der in (3) gegebene Ausdruck fur J5^i(a;), welchen wir hier 
diskutieren woUen. Dabei sind fur a; = re;*^' die folgenden drei HauptfäUe 
zu unterscheiden : 



tSher den FuDclamentalsatz in der Teorie der Fanktionen Ea{x), 198 

TT ^ ^ TT 



O -ii<f<i]i> 



(At-l,.. .,*-!) 



Der Haupisatz, welchen wir beweisen woUen, besagt nun, dass im Falle i) 



«*ae 



dagegen in den Fallen 2) ond 3) 

lim E^.i{x) = o. 



«— • 



§ 2- 

Es sei also zunächsi 



— < < — 



Liegt nun x auf der positiven reellen Axe, so ergiebt sich fur v > o un- 
mittelbar 

m m 

(6) E^^x) = é^ f he-" -^ dz — ^ i Äe"" -^ dz 



»"-> 



= e^ — e^ ke-^^^-^de. 



Es handelt sich also um den Wert von 



(7) Fi'^(a;) = e** / ke-^-^dz 






iloto fmUkmnmtiM. 29. Imprimé le 6 février 1905. 
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Durch wiederholte partielie Integration bekommen wir 



(8) 



to 



dz. 



Fur F^^i{x) erhält man demnach einen asymptotischen Äusdruck durch die 
halhkonverqente Reihe 

(9) 2 '-"• 



«>o 



■(-n + ^+l)' 



welche in formaler Hinsicht als eine Portsetzung der Eeihe E^^{x) fur 
negative Potenzen von x aufzufassen ist. Bezuglich der hierbei erreichten 
Genauigkeit, so findet man nach der gewöhnlichen Metode, dass, falls man 
die Eeihe (9) mit dem kleinsten Gliede abbricht, so hat man den Betrag 






von jP^i(rr), ahgeséhen von einem RestgUede von der Grrössenordnung x* e 

Berucksichtigen ivir die so erhaUenen ResuUate fur v = i , . . . , A; — i 
so ergiebt sich 

(10) E,.,{x) = k€^—'L F^x) = ke^ — F,.,{x), 



k 



ivo Fj^x{x) sich mit einer Genauigkeit von der Grössenardnung x^ e^'^ durch 
die halbconvergente BeUie 



(") 2^7^ 



«>o 



(-1-) 



ahsdiåUen lässt. Es liefeti dabei (11) die formah Fortsetzung der Reihe 
Ft-i{x) fur negativen Potenzen von x. 

Diese Tatsache gilt aber nicht nur fur die positive reelle Äooe, sondem 

fur jede Stélle x = ré'^y wenn \<^<^,' Wir setzen X = Re'^ und 

beachten, dass 

falls man iiber einen geschlossenen Weg integriert, welcher sich folgender- 
massen zusammensetzen lässt: 
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i) ans der positiven reellen Axe von O bis R\ 

2) aas dem innerhalb unseres Bereiches verlaufenden Kreisbogen RX; 

3) aus der geraden Linie XO. 

Nimmt man B — 00, so verschwindet das Integral ii ber BX. Die 
beiden anderen sind also einander entgegengesetzt gleich. Man bekommt 
mithin 






{13) Um /"fe-'^*..,.' 

■i ^ G) 



\n 



AJso wiid 



a— « 



(14) e^ \ hr" ^^ dz = (f — Um e^ f ké-" ^y-^ dz . 

Da man fur letzteres Integpral auch in dem hier betrachteten allgeraeineren 
Falle einen asymptoidBchen Aosdruck durch die halbkonvergente Beihe (9) 
findet, 80 ist unsere Behauptnng erwiesen. 



§ 3- 
In ganz anderer Weise gestalten sich die Yerhältnisse in einem der 
A — 1 Bereiche, fur welche -^^-r — ;r<fp< , Tt {/i= i , . . . ^k — i). 
Znerst lenken wir unsere Anfmerksamkeit anf die halbierende Gerade 
ff = -^TT. Betraehten wir also eine Stelle x auf dieser Geraden und unter- 
suchen, yrie sich die Formel (6) amändert, wenn fur den Integrationsweg 



' Fiir f == ± -T konvergiert zwar dieses Integral nicht absolut. Man findet aber 

leicht, dass, falls man dasselbe in einen reellen und einen imaginären Bestandteil auflöst, 
diese sich wie Beihen von absolut abnehmenden, abwechselnd positiven und negativen 
Oliedem verhalten. 
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die in Rede stehende Gerade dieselbe RoUe wie im vorigen Falle die po- 
sitive reelle Axe spielt. Es ergiebt sich 






■ (6') £(•),(,) = »' /'fe-lTl£lrlli_rf|,|_e-rfe-'iL_& 



Summieren wir jetzt die E^^h^x) fur v = o, i,...,ä — i, so erhalten wir 



Nach sehr bekannten Sätzen iiber Einheitswurzeln ist aber 



dz. 



*— 1 2pL¥ . 

Ttt 



+ 52e* =o, 



v-1 



SO dass 



*— 1 



(isO E,,.{x) = -é^ / e'-^'^-^dz = -F^.{x), 

FUr F^.k{x) kat man aber Mer genau me im vorigen Paragraphen einen 
asymptotischen Äusdruck durch die halbkonvergente BeiJie (ii). Der Unter- 
schied ist also, dass im Äusdruck (lo) filr Ej,-x{x) das Haupfglied ke^ hier 
weggef allén ist. Das kommt daher, dass im dortigen Bereiche die E^llli{x) 
sich zu einander mit ihren Hauptgliedern wie positive Einheiten verhalten, 
hier aber wie die Potenzen einer anderen A**" Einheitswurzel als i. 

Diese Bedeutung der ReUie ( 1 1 ) als asymptotischer Äusdruck van 
— Ejt.i{x) behält aber uberhaupt im Bereiche, filr welche 

2k ^^9^-^^^. 
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ihre GuUigkeit. Dies ersieht man, indem man, ebenso wie am Ende des 
vorigen Paragraphen, ein geschlossenes Integral betrachtet; nur soU der 
Integrationsweg hier in derselben Weise in Bezug auf die halbierende 
Gerade orientiert sein, wie dort in Bezug auf die positive reelle Axe. 
Dos wesentliche ist also, dass das Integral (13), faUs als Integrationsweg 
irgend eine Gerade in dem hier betrackteten Bereiche gewählt wird, zwar 






invariant bleibt, aber einen anderen konstanten Wert als i , nämlich e * 
annifnnU. 

% 4. 

Es eriibrigt noch die Verhältnisse zu imtersuchen in den Ä Gebieten, 
fur welche ^ , tt < fp < , tt (/i = o , i , . . . , A; — i). Dass fur ein 
solches Argument fP lim ^^1(0;) = o, ist sehr leicht aus (3) zu ersehen. 

Doch ist die genauere Bestimmung von Et-i{x) hier nicht ohne Schwierig- 
keit. Zu dem Ende wollen wir auf ein Verfahren einschlagen, welches 
auch in den vorigen Paragraphen anwendbar wäre. Den Integrationsweg 
zwii^chen o und x setzen wir aus zwei Stucken zusammen, nämlich aus 
der Geraden Ox^ und dem Kreisbogen x^x, wo wir den Punkt x^ in 
soloher Weise wählen, dass der Modul | ^0 1 ™ I ^ I ^^^ ^^ Argument 

2u, . . ■ 

= -p ;r wird ; die ganze Zahl /ij bestimmen wir so, dass 

klein wie möglich aosfällt, ' wenn f? nach dem Modul 2^- genommen wird. 
Es sind jetzt zwei Fälle zu unterscheiden. 

i) Mi= o- 

Man bekom mt dann nach § 2. 






so 



(16) Et ,{x) = ke" + e^ 




= ke^ — F^^{x). 



* Durch diese Wahl von /^, bekommt man die schärfste obere Grenze fur das Best- 
integral in (17) bei der asymptotischen Darstellnng. Ist aber jener kleincite Wert 

=r -^ , 80 hat man för //, zwei Mögliohkeiten, welche 'gleich vorteilhaft sind. 
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Durch partielle Integration findet man 



(.7) ^-(-) = X-7-^-x 



e" 




-1» 



X 



^-ITj+Wl 



:'r(=^) 



(/^ 



+ 



H^m'] ■ 



2) 



Nach § 3 hat man jetzt 



/i, > o. 



(i6') E,.,{x) = 



-'^'=" /^"tfi^ff^-tfl 



0) 



e^^ 



wo wir in erstéren Integral die untere Grenze co in der Bichtung -p tt 

zu verstehen baben. Offenbar gestattet aucb hier i^V->(^) ^^^ Umformiing 
wie (17). Will man nun das Eestintegral in (17) abschätzen, so ist es 
von Bedeutiing, dass die Funktion unter dem Integrationszeichen fiir die 
obere Grenze g = x ihren grössten absolnten Betrag annimmt, &U8 man 
nämlich die Glieder in dem zngehörigen Polynome dnrch ihre Moduln 
ersetzt. Vermittelst Betrachtungen, welche, weil das Integral hier komplex 
ist, von etwas komplizierterer Art als in dem entsprechenden Falle in § 2 
sind, findet man, dass n^ sich so wählen lässt, dass das in Bede stehende 



* Wir machen darauf aufmerksam, dass die rationale Fonktion 

k 






in Wirklichkeit bios k — i Glieder enth&lt, weil fiir n, — w = eine durch k teiiba,Fe 

j- j unendlich groas wird. 
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Bestglied von der Qrössenordnung o;' e"'*** wird. Eine solche Qrösse be- 

zeichnen wir mit L^'e"~ '*•*]. 

Wir diirfen also sägen, dass die Funktion Ej^{x) sich in wesenttkh 

verschiedener Weise verhåU, jenachdem (p zivischen den Qrerusen — t und 7 

eingescMossen liegt öder nicht Diese Tatsache findet ihre$t Äusdruck in den 
folgenden zwei Relationen, wo man n^ in geeigneter Wme zu wählen hat, ' 

1) Hat man — 'l'^9^h^ ^^ ^^ 

2) In den restierenden Fallen^ also filr t:Sf^= ^^ — i' *^' ^^^ dagegen 

Man beachte, dass fur die örenzfälle fP = + 7 die Bedentungen von 

(18) und (18') identisch sind. 

Ätis der Gestalt der Formeln (18) und (18') lassen sich unmittelbar 
Sätze aber die mit den Et~i{x) analogen Funktionen 



^'-■'W = X7Är+' 



n 



ablesen, wo X eine beliébige positive öder negative ganze Zahl bedeuten känn, 
Durch eine blosse Umformung der genannten Forineln bekommen wir: 



' und zwar in Abhängigkeit von |a;|. 
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i) i\ir —l<y<l 






2) fiir |<f <2a— ^ 

Entsprech^nde Såtze geUen aber noch fur den Fall, dass Å keine ganze 
Zahl ist; Zwar folgen sie dann nicht als Korollare aus (i8) und (i8'), 
aber man känn leicht unsere nur auf die Funktionen E]^-i{x) bezugnehmen- 
den Eechnungen fiir die allgemeinere Funktionenklasse E^-i^xi^) durch- 
fiihren. 

§ 5- 

Die Teorie der Funktionen E^{x), wo a eine rationale Zahl t ist, låsst 

sich auf den Fall, dass a = k~^ ist, zuruckfuhren. Es besteht ja die 
Identität 

(2o) E,_{x) = \ YE,.{x^) + E,X<o^'^ + . . . + ^^.(ö>*-'a;^) J, 



2r» 



WO ö> = e * . Offenbar ist es erlaubt das Argument ^ fur a;* so zu fixieren, 
dass die Ungleichungen 
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ÉTUDE D'UNE FONCTION ENTIÉRE 



J. MALMQUIST 

k STOCKHOLM. 



Les recherches de mon Professeur, M. Mittag-Leffler, sar les series * 



^-(^) = r, r(l + au) 



ont montré Texistence d'une fonction entifere E^{x) ayant la propriété 
suivante rélative a la croissance de la fonction le long de vecteurs issus de 
rorigine. Si f> est un nombre réel satififaisant å la condition 



a-<jp<2;r— a- 



JK«(a?) tendra vers zéro, si nons ferons oroitre x le long du vecteur h 
faisant Tangle ip avec Taxe réel est positif. 




^ Acta mathematica, t. 29. 

ÅiUa maM«fiia(tea. 39. Imprlmé le 6 férrier 1905. 
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Ce resultat fait probable Texistence d*une fonction entiére ne devenant 
infinie que le long d'un seul vecteur issu de rorigine, et il est naturel de 
la chercher panni les fonctions 

^v r(i + yav) 
oti Oy est une fonction de i^ tendant vers zero avec - , 



Nous prendrons 



a« = 



(log \i) 



a > 



o<a< I 



et nous allons démontrer que la fonction entiére 



G 



w=l: 



X' 



y-a 



r^''r( 



I + 



JL 



(logw)" 



) 



tend vers zéro, si x tend vers Vinfini le loyig å!un vecteur issu de Vorigme 
ne cöincidant pas avec Vaoce réel et positif. 

D*abord, il est evident que G{x) représente une fonction entiére, car, 
la fonction T{i + w) croissant approximativement comme w", nous avons 



log 



v.« I \ (logv)V I 

Pour démontrer la propriété énoncée de G{x) concernant la croissance, 
considérons avec M. Mittag-Leffler Tintégrale ^ 






dz 



pris suivant un rectangle R ayant comme sommets les points 



tÄ , 2 — e + iÄ , n + e + *'' j 7« + e — ih 



2— «4-tA 



2-«-iA 




« + !+<* 



« + f— t* 



* loc. cit. 
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Nous chöisirons la détermination de {logz^ que Ton obtiendra de la 
valeur reelle pour une valeur reelle de z par extension analytique le long 
d'an chemin situé dans B. Alors on trouvera facilement la valeur 






V "^ (log v)-) 



de rintégrale considerée^ car les seules singularités de la fonction sons le 
signe f situées dans B sont 

^ j 3 j . . . j w 
et les résidus correspondants 

Illa? I «*-' 



'"'•(■+0^3-,) ^"'■(-(lé?) ^"^-(i^r) 



Ensuite^ en posant 

z = z + it 

nous anrons 

z T + it T + it 



(log «)* /, i-j n • ^\" />*(co8 ad + i sin aff) 



(log ^r' + t* + i are tg- j 



= R{Tj) + iI{r,t) 



avec 



= V/(l^gv/r' + ^r+(arctg^)\ 



are tg- 
^ = are tff = , 

^ log Vr' + t' 

B{Tyt) = — (rcos atf + < sin atf), 
J(r , <) = — ( — rsin ad + <cos aff) 

r 

TT TT 

les are tg demenrant entré — - et + 5 • 
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Pour avoir une expression de la fonction G{x)y nous ferons croitre It 
c'est-ä-^ire h et n d'uiie maniére conveoable déterminée de la fa^on fiui- 
vante. Écrivons Tégalité évideate 

f' f + f + f + f 

et cherchons ä faire croitre A et n de maniére que les trois premiéres in- 
tégrales rectilignes tendent vers zéro. 
Étudions d'abord Tintégrale 



fi+e+iA 



'■= / 



7f 



—2 



e 



Imz 



H+Ä— iA • 



' ^(^ ^ ö^) 



dz 



qui est égsde ä 



+A 



^/ 



,»+«—»»♦< 



e»«fa-»»«_ I r(i + Ä(n + « , o + *^(» + « . 0) 



(i;. 



—A 



Nous aurons une valeur approchée de cette intégrale en observant que 
rinégalité 

R{T,t)>0 

a lieu pour toutes les valeurs de r, / en question; car ^ et ^ ont mémes 
Signes, si r > o. Alors Tinégalité 



r(i + fi(n + e , O + iiin + e , 0) 

= r(i + B(n + e, 0)V 2;r/(n + e, O 
est vraie pour toutes les valeurs de t entré — h et + A , car nous avons * 



* loQ. cit. 
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r(l + r + iOr(i +T — it) 



e 



En posant 
nous concluons de lä que la valeur absolue de I^ est au plus égale å 

SupposoDS que le maximum a lieu pour t = t^, Faisons ensuite croitre 
h et n d'une maniére convenable. Nous allons voir quil est suffisant 
de poser 

* = (i^' o<y9<i. 

En effet, observons d'abord que Ton a 

Lim — = o 

n 



flMCO 



å'oh 

Lim 0{n + e , <,) = o, 



»=:«e 



p{'n + e,Q = logn{i + e,) 
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Lime„ = o; 



fiM«e 



(Dans la suite nous entendrons toujours par s. une quantité qui tend 
vers zéro avec -) 
par suite 



et 



car 



r(i +R{n + e, O) = e*^^*«">'~"(>+*-> 



r(i +w) = e"'°«"^*+*->; 



de régalité 



2 ^ yW+g-a __ g«logr(I+«,) 

(log n)^ 



et du fait que r est constant nous concluons enfin 



2 — ^^r^+«-' 



(log ny nr.»,^i-a, 



r(i + R{n + e,tn)) 



-s g-»»(log'«)*~**(l + e.)^ 



Pour avoir maintenant la valeur limite de M^ qaand n croit indéfini- 
ment, il nous faut distinguer trois cas différents. H pourrait arriver que 
pour certaines valeurs n' de n indéfiniment croissantes 

Alors, le deuxiéme terme de Texpression de J(w' + s , t^) en déter- 
minera la croissance, d'oii 

I{n' + e, Q = ^j^(i + e..) = (i^^-- 



car 



tn- = e.«'. 
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Dans lo deuxiéme cas nous aurons 

Lim -77-^^ — ^. ", ^T-r = O; 

alors le premier terme de J(w" + e , t^) déterminera la croissance, d'oii 
nous eoneluons 



I(w" + e , t^) = 



n" 



(log n") 



//\a "« 



comme précedemment, car sina^ tend vers zéro. 

Enfin nous aurons a considérer les valeurs v!" de n indéfiniment crois- 
santes et telles que 

Lim -^77-: — -nT^Tr-T -r\ = * (* positif fini). 

Alors, nous pouvons employer ou bien le premier ou bien le deuxiéme 

raisonnement, mais comme ils conduisent tous les deux au méme resultat, 

il est démontré, que Ton a pour toutes les valeurs de n indéfiniment crois- 

santes 

n 



v « » »/ (logn)« " 



De lä nous eoneluons 






/e«ry(ii+Ä,l,) _ g-jr/(n+e,U) ^ (iog«)« 



2;r/(n + e , ^) 
par suite 



2 yii+«— 2 



T ;«, Qogwy 1 / 



— = O. 



2;r/(n + e , Q 

H reste ä étudier 



pour des valeurs de n indéfiniment croissantes telles que t^ reste plus petit 
qu'un nombre fixe, cette expression restera aussi plus petite qu'un certain 
nombre fixe, pour des valeurs de n telles que 

Lim <^= + 00 

Ada fnathematiea. 29. Imprimé le G février 1906. 27 
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elle tendra vers zéro, si Ton a 

fp>o, 
enfin, pour des valeurs de 7i telles que 

Lim L = — CO 






elle tendra vers zéro, si 

fp < 27r. 

Par conséquent, h et n croissant de la maniére indiquée, Tintégrale 
Jj tendra vers zéro, si ^ satisfait å la seule condition 

Passons maintenant å Tétude de Tintégrale 

n4-«+tA 

/I «'""* 

2— «+iA 

il est égale å 



^V '^ {logzyj 



»4-« • 

dr. 



f 



g»;rir-«rA — I r(l + R{t , h) + iI{T , h)) 
i—e 

Sa valeur absolue est donc au plus égale ä 
M- Max I -'- ?' '"' dr e-^" k/^"^^^^^^^^^^ 



2-s 

Kintégrale 

^r-2 

dr 



i 



yr-» 



7^{l + i?(r,A)) 

2~« 



qui se présente ici, tend vers zéro, h et n croissant de la fa^on suppoaée. 
En efifet, en dé^ignant par t^^, une valeur entré ä et w, nous aurons 

VA.".' >' Oogn^nY = (l0g»)« (l0gw)«+'* ^ ^ 
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le premier terme de jR(r;i„,Ä) déterminant la croissance, car d tend vers 
zéro. Done 



2— « A a— f 



nr* 



= ^n + Jf , 

si a + /9 < I , ce que nous supposons. 

Soit Ta la valeur de r pour laquelle le maximum M aura lieu. Pour 
évaluer la limite de M il est sufifisant de considérer deux oas. En pre- 
mier lieu, pour les valeurs h' de A telles que 

I^™ TT-' — Z7 iT\ == o 



nous aurons 



en effet 






7*' = Ä'ev , 



d'ou 






ensuite, la condition imposée å h' donne la valeur assignée de r^. 

La valeur trouvée de ©(r^ , A') montre que le seconde terme de Tex- 
pression de 22 (r^, A') détermine la croissance de cette fonction. Comme 
d'ailleurs 



nous trouverons donc 



nKii + e*) 



i2(rv,Ä') = a-^^^-^ 



ä' 
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d*oti enfin 



~ ■ C? ■ 



g » (logAr 

Examinons maintenant le cas oix h" satisfait å la condition 



Lim z „ . ^77: 4= o. 



Alors 



T,: = K{h") * 



log A" 



oCi 



LimJS:(A")>o, 



*"-• 



car rinégalité 



T.<h 



entraine 



9{t, , A) = ^ avec o < K{h) <k {k fiie) 



pour toutes les valeurs de h suffisamment grandes. 
n suit de lä que 

Tv coaa9{T^- , h") + h" sin «ö(rv , A") 

if, et JSTj satisfaisant ä la méme condition que ST, /Cj ayant la méme 
propriété que K. 

Comme d^ailleurs 

p{T,.-,h")=l0gh"{l +£,..) 

nous trouverons 

B{r,. , A") = K,{h") --^. (I + e,) 
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et enfin 



,,.._, l0grA-(O^-3^(l + V') 



A"r"*"' e 



g (logAT 



car nous avons 

K, = K^+K, = K^+ K{i + ev) > K. 

n résulte de ces considératioiis que rintégrale 



n 

Jwi 



dr 



r(i +R(.T,h)) 

2— Ä 



tend vers zéro avec t ; donc 



Lim I — : '- — dz = o. 



Ensuite, observons que dans Texpression M^ 
car nous avons 



n ,, n 



o<rsinaÖ<(w+ i)Ö<*r^<*',-^ = Äs, (*,*' fixe) 

=== ' log /i log » 



pour les grandes valeurs de w, d'ou 



rsinaÖ + ÄcosaÖ = rÄ(i + e,) [k" fixe). 



Par suite, nous aurons 



g-yA /e»r/(r,A) g-jry(T,A) 



SI 

^> o 
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doö Ton conclut que Tintégrale /, tend vers zéro, h et n croissant de la 
fafon supposée. 

De méme, nous pouvons démontrer que sous la condition 

cette propriété appartient aussi ä la troisiéme intégrale 7, que Ton obtient 
de Jj en changeant h en — h\ car nous avons 

et 

comme précédemment. 

Nous arrivons ainsi au resultat que, sous la seule condition 

o<fp<27r 

les intégrales I,,I^, I, tendront vers zéro, le rectangle B se grandissant 
d'une maniére convenable. De la nous concluons que Végalité 

r I «*-' 

Ö^(a:) = Lim f ;r-r -— — t«^^ 






—A 



. . r I a?-«+*< 



\ (log (2 - fi + it)Y) 



a lieu sous cette méme cmidition. 
Par suite, nous aurons 

G{x) 






+ • 



= ,.-^^ r ! IL^' v/- 






2;r/(2 — Syt) 



— 90 
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rintégrale dans le dernier membre étant convergent, car nous avons 

t 



^^'-'''^^^ö^m-S'""'^ 



d'oö 



r( 



I + R(2 — e,t))V 2;r/(2 — e , O 



= g * (log|r|)« 2 (iog|<|)« _ ^„ 

comme dans le second cas traité plns haut. Par suite, nous pouvons écrire 

\G{x)\<r^'M(^) si o<p<27Cy 

et alors, M{p) a la propriété d*6tre plus petit qu'un nombre fixe pour 
toutes les valeurs de ^ satisfaisant a la condition 

e^<^< 27r — Sj, 

£j étant une certaine quantité positive. H suit de la que G{x) tend uni- 

formement vers zéro quand x s^éloigne ä Vinfim dans un angU déterminé 

par Virwgalité 

e<p < 27: — s 

s étant un nombre positif arbitrairement petit 

Au contraire, quand x s*éloigne å Tinfini le long de Taxe réel et 
positif, G{x) croit au dela de tout^ limite comme le montre la forme de 
la serie representant G{x), Par une méthode directe on pourrait obtenir 
une valeur approchée de G{x)j mais cela est sans interét en vertu d'un 
beau théoréme de M. Phragmén * qui contient comme cas particulier le 
resultat qu'aucune fonction entiére ayant la méme propriété que G{x) ré- 
lative a la croissance le long de vecteurs ne coinsidant pas avec Taxe réel 
et positif ne peut étre de genre fini. 



' Acta mathemntica, t. 29. Théoréme I. 



} 
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OBER DIE NULLSTELLEN der funktionen E,{x) 



VON 

A. WIMAN 

in UPSALA. 



Fiir nähere Angaben iiber Lage und Dichtigkeit der NuUstellen einer 
in der Gestalt einer Potenzreihe gegebenen ganzen Funktion sind zwar im 
Allgemeinen höehst komplizierte Betrachtungen erforderlich. Doch lassen 
sich derartige Fragen fiir die ganzen Funktionen 






) 



in ganz einfacher Weise erledigen. Diesen Umstand verdankt man den 
fiir die Untersuchungen äusserst bequemen Darstellungen dieser Funktionen, 
welcho von Herrn Mittag-Leffler gegeben sind. 

Die fundamentale Identität ist hierbei die folgende 

(a) E^{^)= ■ - ''^ 



ix) = :- I 

t-/ 



Die Integration wird iiber einen Kurvonzug ausgefuhrt, dessen Anfangs- 
punkt und Endpunkt unendlieh entfernt liegen, und zwar, falls a eine 
positive reelle Grösse bezeichnet, bez. in den Richtungen fp = + oltt; uber- 
dies soll die Stelle x bei der Integration auf der linken Seite gelassen 
werden. Halt man letztere Bedingung nicht aufrecht, so sind nur die 
nötigen Besiduen hinzuzufiigen. Als Integrationskur ve känn man also auch 
die beiden Geraden cp = + aTT in ihrer ganzen Länge nehmen; nur ist 

Aeta m%thematu'a. 2!). Imprimé le Ii févricr 1905. 28 
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eine kleine Ausbiegung vorzunehmen, falls die Stelle x qben auf einer von 
diesen Geraden liegen soUte. Nach einer solchen Wahl bekommt man 
f iir X = re'^ 






(3) 



X 

c/ 



wo X die positiven und negativen ganzen Zahlen (inclusive NuU) durch- 
läuft, fiir welche die Bedingung 

(4) — a;r < fP + 2x;r < a;r 

erf iillt ist. ^ 

Das in (3) auftretende Integral lässt eine Entwickelung in eine halb- 
konvergente Reihe zu. Schreiben wir nämlich 



-ar U^a;*^'--^ ^j- J ^ (re; - «) ' 



SO ergiebt sich 



(5) s-W-iZ/'"- -St(=^+ö + ^/ 



ö;" e** do; 



O} 



Ohne grosse Schwierigkeit findet man, dass bei geeigneter Wahl von n das 

1 

Restglied höchstens von der Grössenordnung e"'*'* wird. 

Der zwischen den Geraden ^ = + a;r enthaltene Teil von der 01- 
Ebene ist hier als eine durch die Relation 

m 

(6) f = o} 

vermittelte Abbildung der ^Ebene auf zuf assen, so dass den beiden Ufem 
der negativen reellen Halbaxe der letzteren Ebene die Geraden j9 = T ar 
entsprechen. 



* c. f. ö. MrrrAG-LEFFLER. Sur la representation analyiique d'une braneke unifarme 
å!une fonction monogéne. Cinquiéme note, § 3. Ce tome pag. 132 — 147. 
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In ähnlicher Weise gestaltet sich die Sache, falls a eine komplexe 
Zahl /9+ ^r bedeutet; ^ es muss J9>o sein, damit E^{x) eine ganze Funk- 
tion bezeichne. Doch tritt hier der Untersctied ein, dass fur t = pé^ die 
Geraden r = r, und die Kreise p = p^ durch (6) in logaritm ische Spiralen 
transformiert werden. Schreiben wir nämlich o) = i?€^, so erhalten wir 
aus (6) die beiden Relationen 

(7) /?log/> — r^ = logif; r^o^P + ^T = <ff. 
Den Strahlen r = Tj entsprechen demnach die Spiralen 

(8) i^ = ^logi2 + ^^-r.=^„+^^r,, 

wenn <p = <po die der positiven Halbaxe zugeordnete Spirale bezeichnet. 
Setzt man jetzt 

(9) ^^<Po+9'^ 

so werden die den Strahlen der ^Ebene entspreehenden Spiralen durch die 
Gleichungen 

definiert, und die f-Ebene wird auf den durch die Spiralen 

(II) j,= +^-^;r 

begrenzten Teil der a>-Ebene abgebildet. 

Andererseits entspricht einem Kreise p = Pi der durch die Spiralen 
(ii) abgegrenzte Teil der Spirale 

(12) logi? = -|^ + ^^log/o, = —^i^<P + P^^^SPi- 

Man bekommt also fiir je zwei Stellen auf den Spiralen (11), welche dem- 
selben Punkte auf der negativen Halbaxe der /-Ebene entsprechen, ver- 
schiedene 2?-Werte, nämlich bez. 

(13) R = e'^-p\. 



* c. f. G. Mittag-Lkffler. Sopra la fuuxione Eai'^)- R- Accad. dei Lincei, 
AttL Ser. 5. Vol. 13, 3 Gennaio 1904, pag. 3 — 5. 
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Fiir 



X == re^ ; 



^ = Uogr + jp 



findet man 

1 1 (y + 2a7r)» 



e'" = e"^' " . (»-.o,±i,±2....) 



Der Funktion E^{x) können wir jetzt die folgende Darstellung geben 
(5') E,{x) = \'^y' " _£_^-JL__ + _i_ / ?^^ 

wo die Summation iiber die den Ungleichungen 

(4') _^;,<j, + ,,,<^, 

geniigenden ganzen Zahlen erstreckt wird, und fiir die Integration die 
Spiralen (ii) dieselbe Eolle spielen wie in dem friiher betrachteten speci- 
ellen Falle die Geraden ip = + ar. 



§ 2- 

Sei zunächst a eine reelle Grösse >2. Es ist dann ersichtlich, dass, 
falls man vom Anfangspunkte in einer bestimmten anderen Kichtung als 
(p =zTz fortschreitet, in der Entwicklung (5) das Glied 



1 ifX 

é 

a 



" e''" ' "* ( — r < ^ < ;r) 



dem absoluten Betrage nach grösser als die Summe der absoluten Beträge 
der iibrigen Glieder wird, wenn \x\ einen gewissen Wert iibersteigt; in 
einer solchen Richtung können also NuUstellen höchstens fur b^renzte 
Werte von | x | liegen. Uaraus folgt zwar noch nicht, dass die NuUstellen 
eben auf der negativen Halbaxe liegen sollen. Doch känn man fiir grosse 
Werte der Moduln einen Beweis hierfiir in sehr eiufacher Weis^ erbringen. 
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Fiir ^ = ;r besitzt die Entwicklung (5) zwei Hauptglieder. Betrachten 
wir deren Summe 

(14) lLe'-~'« +e'^.~«J =: ?/"■""- cosfr^ sin ^V 

^ ^ a a \ a/ 

SO finden wir, dass diese GHieder einander verstärken fiir 



1 

TT 



(i 5) >"* sin - = ÄTT, (*-i,2,...) 

a 

aber einander aufheben fiir 

(16) r^sin?=fA — -V- 

a \ a/ 

Die Sache gestaltet sich doch fiir die durch (15) bestimmten r-Werte in- 
sofem verschieden, als der Ausdruck ( 1 4) positiv öder negativ ist, je nach- 
dem k eine gerade öder ungerade ganze Zahl darstellt. Dies trifft auch 
fiir die Funktion E^{x) zu, da ja fiir die fraglichen r-Werte das betreffende 
Glied von höherer Grössenordnung als der Kest ist. Zwischen je zwei 
derartigen r-Werten muss demnach E^ix) (jedenfalls fiir geniigend grosse 
Zahlen A;) eine Nullstelle besitzen, ond zwar in der Nähe der zwischen- 
liegende Stolle (16). Fur die Änzahl der negativen Wurzeln, deren Modtdn 
<r sindy liahen wir mithin den Äusdrtick 

1 

j^ • ^ 

r^ sm - 

(17) ? 

t: 

erhalten. 

Dass die Funktion E^ix) höchstens eine begrenzte Anzahl von ima- 
ginären NuUstellen besitzen känn, folgt jetzt daraus, dass (17) die genam 
AnzaJil der NuUstellen angiebt, wenn r durch eine Identitåt (15) bestimmt 
wird, und k geniigend gross ist. Um dies zu beweisen, berechnen wir 
das Integral 

(18) ^JdlogE^ix), 

wenn die Integration in der positiven Richtung iiber den Kreis | a; | = r 
erstreckt wird. Nach der Zerlegung von Ea{x) in zwei Faktoren: 

(19) ^,(x) = e'"'"(i+«) (— ^<f<T) 
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bekommen wir 



r 

1 fi 



(20) ^fdlogE^ix) = ^. ,--e^ + ^./rflog(i + «) 



r 



Es ist aber bei Bezugnahme auf die Identität (15) 



(21) 



27n 



1 
TT r • ^ 

i_ ^ r* siu - 

7^e~^ = - = k 

t: 



Anderseits hat man 

(22) 2b /^^^^(' +ti) = o 



Um die Kichtigkeit von (22) einzusehen, bemerken wir zunächst, dass auf 



1 ft 

.a M a 



örund der speciellen Wahl von r der Ausdruck e*' ' (und folglich anch 
il) f ur f> = — TT und ^ = tt einen und denselben Wert besitzt. Können 
wir jetzt noch nachweisen, dass bei dem ganzen Umlaufe von jp = — t: 
bis f) = TT I + w ein positives Glied enthält, welehes grösser ist als der 
absolute Betrag des Restes, so folgt hieraus, dass man mit dem urspriing- 
lichen Argumente fur i + ^* zuriickkommt. Es ist aber eben dies, was 
in (22) ausgesprochen wird. 

Den fraglichen Nachweis können wir in der folgenden Weise erbringen. 
Ausser in der Nähe der negativen Halbaxe ist offenbar schon i>|tt|. 
Fiir ^ == — TT -{- d öder p = t: — d braucht dies zwar nicht der Fall zu 
sein, falls d geniigend klein ist. In diesem Falle ist aber das in u ent- 
haltene Hauptglied eine positive Gh^össe. Betraehten wir z. B. den Fall 
j^ = — TT + dy so finden wir als einziges Glied in u, dessen Betrag mit 
I vergleichbar sein känn, 

L '"■'"'^- i {!Lz"i n rid. r,\ 

a a a a — 2»« sin - (Bin icoh-) 

(23) e' ' -' ' = e *^ ^ "^ 

= e ""{ cos(2Ä7rcos- ) + i(2Ä;;rcos- J J- 

Sehreiben wir 



O 



2k7:cos = 2k7r — v. 
a 
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SO ergiebt sich zunächst 

2Ä;;rsin - = 2 JTtzv v i ^ , 

und es nimmt jetzt der Ausdruck (23) die Gestalt 



(24) e~ ^**'^"''(co8 v — i sin v) 

an. Der zugehörige absolute Betrag nimmt also mit wachsendem i) sehr 
rasch ab, und bei niedrigeren Werten von v ist, wie wir behauptet haben, 
das in (24) und also auch in n enthaltene Hauptglied eine positive Grösse. 
In ähnlicher Weise erledigt man den Fall ^ == tt — d. 

Da es nicht ohne weiteres ersichtlich ist, dass die obigen Auseinander- 
setzungen fiir niedrigere Werte von k anwendbar sind, so ist die Unmög- 
lichkeit einer endlichen Anzahl von imaginären NuUstellen noch nicht er- 
wiesen. In dem speciellen Falle a = 2 hat man 



Kix) 2 



= -! (^-' + e-^), 



und die NuUstellen 



tt' 



sind alle negativ. Man känn auch fiir a > 2 allgemein nachweisen, dass die 
Funktion Fj^{x) auf der negativen Halbaxe eben so of t Zeichen wechseln 
muss, wie erforderlich ist, damit sämmtliche Wurzeln reell sein sollen. 
Es lässt sich in der Tat mit Benutzung der Entwicklung (5) wirklich dar- 
legen, dass E^{x) iur Jede durch (15) bestimmte Stelle eine positive öder 
negative Grösse bedeutet, je nachdem k eine gerade öder ungerade ganze 
Zahl darstellt.^ Ffir a>2 besitzt demnach die Funktion E^{x) keine ima- 
ginären NuUstellen, 

^ Die Entwicklung beginnt nämlich stets mit (einem öder mehreren) Gliedern 



1 

2 r«cos?^^ / i 2;^+ I \ / - kT: 

- e cos I r^ sin t:), i r^ = , x = O , l , . . . 

a \ a / \ . n 

sm - 
a 



welclie dasselbe Zeichen wie ( — 1/ besitzen, und deren absolnter Betrag grosser als die 
Sumiue der absolaten Beträge der restierenden Glieder ist. 
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§ 3. 

Es sH znmtens o < a < 2 . Die bestimmenden ölieder in der Ent- 
wicklung (5) sind jetzt ^ 

- ^ 
I -a - a / an ^ ^ aK\ 

und 



«-» 



r(— a + I) 






Ist I re I geniigend gross, so muss also der absolute Betrag von 

(1 yi \ 

^•~' + ^) 

grösser als die Summe der absoluten Beträge der iibrigen Glieder sein, es 
sei denn, dass die Moduln der beiden in (25) eingehenden Glieder an- 
nähemd gleich gross sind. Es ist in der Tat 



aj-2 



r(— 2a + I) 



das bestimmende Glied unter den Restgliedem, so dass der absolute Betrag 



des Restes von der Grössenordnungf 



y * 



ist. Von höherer Grrössenordnung känn also bei einer Nullstelle die Differenz 



(26) e 



r* CO8- T»— 1 



\r{-a)\ 



* För a = I verschwinden die Glieder der halbkonvergenten Eeibe 



v ? 

L^ r(— 4. 



—¥ 



rir- av + I) 

identisch, and die Funktion E^(^x) reduziert sich auf das einzige Glied e'. Auf diesen 
Fall haben demnach die Auseinandersetzungen des Textes keine Anwendung. 
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der absoluten Beträge der beiden Hauptglieder nicht sein. Die Relation 



r* C08 -- T~^ 



(2 7) e -=|-^,^_^ (,+«,.->) 

bestimmt mithin bei den Nullstellen eine zwar veränderliche aber endliche 
ÖTÖsse ?/. Aus (27) erhalten wir durch Logaritmierung 

1 
(28) — r^ cos ^ = log r + log | r{— a) \ + u^r~' , 

wo M, eine andere endlich bleibende Grösse bedeutet. 

Aus (28) ersieht man, dass bei wachsendem r die Argumente der 
Nullstellen auf der oberen bez. unteren Halbebene immer weniger von 

-TT bez. t: abweichen diirfen. Da sich allés symmetrisch in Bezug auf 

die reelle Axe verhält, so brauchen wir ofEenbar nur die Verhältnisse auf 
der oberen Halbebene besonders zu untersuchen. Schreiben wir 

(29) <P^2^+0, 

so geht (28) in 

- d 
(30) /-« ^"^ ä "" ^^^ ^* + ^^^ I '^(~ ^^ I + ^^^*'"' 

iiber. Mit wachsendem r nåhern sich also die NtdlsteUen unhegrenzt der 
Kurve 



(31) 7"^ sin- = logr + log| r(— a)|; 

man findet ja (von niedrigeren öliedern abgesehen) als Abstand 



au^r 



1 

a 



Aus (31) erhält man annäherungsweise 

1 
(32) «J = or"-[logr + log|r(— a)|]. 

Sucht man jetzt den Abstand einer Nullstelle von der Geraden ^ = -z, 
SO findet man hierfiir in erster Annäherung 



i-L 



(33) rd^ar ^(logr + log|r(— a)|). 

29 



J«to malhtmaiiM. 21). Impriiné 1« 12 février 190ö. 
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Dieser Ausdruck gestattet unmittelbar Folgendes zu erschliessen : 

Hat man a < i , so nåhern sich die NulhteUen auf dn* oberen Halb- 

ebene mit waehsendem r unbegrenzt der Geraden c ^= -t:. Ist dagegen a> i, 

so wächst der Äbstand der Nullstellen von de)' in Rede stehenden Geraden 
mit r fiber jede Grenze. In beiden Fallen ist aber nach (32) å eine mit 
wachsendem r gegoi Xull abnehmende positive Grösse, 

Auch bei der folgenden Diskussion ^estaltet sich die Sache etwas 
verschieden, je nachdem o<a< i öder 1 <a< 2. 

a) o < a < I . 

Da hier r{ — a) eine negative Grösse bedeutet, so f iihrt die bei einer 
NuUstelle annäherungsweise geltende Bedingung, dass die Argumente der 
beiden in (25) enthaltenen GUieder als Differenz ein ungerade Vielfaches 
der Grösse 7: haben sollen, auf eine Relation 

(34) r"sin- = — p + 2k7r 
öder nach Benutzung der Substitution (29) 

(35) r^cos- == TT — d+ 2k7r. 

Beachtet man nun den in (32) gegebenen Näherungswert fiir ^, so lässt 

8 -- 

sich erschliessen, dass cos i von der Grössenordnung r '*(logr)* sein 

muss. Hiernach lässt sich (35) durch eine relation von der Gestalt 

(36) ,- = _?;r+2Ä:;r+Lr"«(logr)0 

ersetzen. SoUte nun hier zu jedem ganzzahligen Wert von k eine Nullstelle 
sowohl auf der oberen als unteren Halbebene gehören, so wäre die Anzahl 
der Nullstellen, deren Moduln <r sind, sehr genau durch den Ausdruck 

1 

a 
T 

TZ 

angegeben. 
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In wie weit diese Vermutung bestätigt wird, woUen wir jetzt unter- 
suchen, indem wir auch hier das Integral 

(i8) ^fdlogE^ix) 

berechnen. Dabei ist es vorteilhaft den Integrationskreis | j;: | = >* so zu 
wiihlen, dass der Kurve (31), und folglich auch der symmetrischen Kurve 
auf der unteren Halbebene, in einem solchen Punkte begegnet wird, dass 
die Argumente der beiden in (25) enthaltenen Glieder sich um ein Viel- 
faches der Gh-össe 2;r unterscheiden. Es soll demnach fiir den Schnittpunkt 
mit der Kurve (31) eine Relation 

(37) 7^ cos-^ = —^TT— d + {2k + 1)7: 

gelten, wobei die positive ganze Zahl k geniigend gross gewählt worden 
muss, damit die folgenden Auseinandersetzungen einwandfrei seien. 

Jetzt zerlegen wir E^[x) in zwei Faktoren, so dass das jedesmalige 
Hauptglied in der Entwicklung (5) den einen Faktor liefert: 

(38) E^{x) = )/"{i^n), {-^^„-6<<p<l7:^d), 

(39) ^a(*)=^j^(i+«) g;r + <?<j.<2T-?;r-^). 



1 ifi 



Fur die Argumente ±\^^n+d\ sind die Grössen e*""*'" und ^._ , auf 

Grund der speciellen Wahl von r einander gleich; dasselbe gilt mithin 
auch von den beiden in (38) und (39) auftretenden w-Werten. Es ist 
also I + ti längs der Integrationskurve eine kontinuierliche Grösse. Da 
sich weiter in derselben Weise wie die entsprechende Tatsache im vorigen 
Abschnitte nachweisen lässt, dass diese Grösse stets ein positives Hauptglied 
enthält, so hat man auch hier 

(22) ii/^^^f^'(^+") = ^- 
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Nimmt man jetzt auf (37), (38), (39) und (22J Bezug, so ergiebt sich sofort 



(40; i^if^^^^E'^(^) = h 



i fl , 

2711 



^l 



r-/J — rfo 

2 2 



o , a . o a o , , , , a , " ^i 

= ^ » +2 + - = — ; — - + 2Ä+ I — I +- + -=2&. 

Man hat aber 



r" C08 - 



— - • + o + I = T— ' + ö + b" (log»') J- 



;r 2 ;r ;r 



Hiernach ergiebt sich 

(4.) ^-x+? 

TT 2 

als Äusdrurk fur die Anzahl der NullsteUen, deren Moduln < r sind. Man 
hat sogar hier, jedenfaUs filr germgetxd grosse r-Werte, die genaue Anzahl 
der Nullstellen, falls r so gewåhlt mrd, dass (4 1 ) eine gerade Zahl bedeutet 

b) I <a< 2. 

Die Modifikationen, welche hier die vorangehenden Entwicklungen 
erleiden miissen, weil jetzt r{ — a) eine positive örösse bezeichnet, bestehen 
eigentlich nur darin, dass die gerade Zahl 2k durch die ungerade Zahl 
2A + I ersetzt werden soU und umgekehrt. 

Far die Anzahl der Nullstellen, deren Moduln <r sind, hat man dlso 
auch in diesem Falle den Äusdruck (41). Es besteht aber dej* Unierschied, 
dass man jetzt die genaue Anzahl der NtdlsteUen bekommt, ivenn (41) eine 
ungerade Zahl bedeutet. 

Die hieraus zu ziehende Folgerung, dass die Funktion Ea{x) in diesem 
Falle eine ungerade Anzahl negativer Nullstellen {und aUo mindestens eine) 
besitzt, wird dadurch bestätigt, dass f iir lim x =^ — co das Hauptglied 

I X"^ 

- ^. . und mithin auch E^{x) eine negative Grösse ist. Hioraus folgt 
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ja, da E^[x) fiir positive a:-Werte positiv ist, dass die Funktion aut der 

negativen Halbaxe eine ungerade Anzahl von Zeichenwechseln erleiden inuss. 

Man hat den Fall a = i in soldier Weise als Grenzfall aufzufassen, 

dass fiir a = i — d öder a = ^ die Nullstellen, zu denen die niedrigsten 

Modaln gehören, sicli mit abnehmendem d immer mehr von dem Anfangs- 
punkte entfemen. Die Bedeutung des Ausdruckes (41) fur die Anzahl 
der Nullstellen fängt dann also erst bei verhältnissmässig grösseren r- 
Werten an. 

Man iiberzeugt sich durch ziemlich einfache Betrachtungen, dass die 
endliche Anzahl negativer NuUstellen, ivélche E^{x) fur i <a<2 besitzt, jede 
gegebene Crrerize ilberschreitet, wenn die Differenz 2 — ol = d geniigevd klein 
imnd. Betrachtet man nämlich die Verhältnisse auf der negativen Halb- 
axe, so ergiebt sich leicht, dass fur niedrigere r-Werte nicht das Glied 



I r 



-1 



a l\— a) ' 



sondern 



(v I ,.a ^ a , ,tt ^ a I 2 r"- com- \ ä • ^ \ 

14) - e' ' + e' ' J=-e «cos /-^sin- 

' a a \ a/ 

den bestimmenden Einfluss ausiibt. Man hat also (xrund anzunehraen, es 
seien den ersten Zeichenänderungen von (14) Nullstellen der Funktion 
EJx) zugeordnet. Unter der Vomussetzung, dass dies zutrifft, so länge 



2 '■* C"** * I r~ ^ 
a a / ( — a) 

wiirde man in erster Annäherung den Ausdruck 



i:\2 — a) ^^ 2 - a 

fiir die Anzahl der negativen Nullstellen erhalt^n. 

Ist andererseits a — 1 eine kleino (irösse, so erschliesst man durch 
ähnliche Uberlegungen, dass die Funktion E^{x) bios eine einzige NuU- 
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stelle auf der negativen Halbaxe besitzt. Sucht man eine Entwicklung 
fur den zugehörigen Modul, so ergiebt sich als Hauptglied 



log^J. 



Da diese Nullstelle nach aller Wahrscheinlichkeit dic dem Anfangspunkte 
nächstliegende ist, so ersieht man hieraiis, wie die NuUstellen ins Unend- 
liche rucken, wenn a sich dem Werte i nähert. 



i? 4- 

Ist zuletzt a eine imaginäye Zahl =/9 + *;', so gestalten sich die 
Sachen in ganz analoger Weise. Der wesentliche Unterschied ruhrt davon 
her, dass ^ = const. jetzt nicht länger eine gerade Linie, sondern eine 
logarithmische Spirale bedeutet. 

Zunächst findet man, dass, falls die Umgebung von einer öder zwei 
^-Spiralen ausgenommen wird, die Entwicklung (5') stets ein einziges Haupt- 
glied enthält, dessen absoluter Betrag fiir geniigend grosse r die Summe 
der absoluten lietriige der iibrigen ölieder iibersteigt. Die XtillsteUen mussen 
also jetzt eifie öder zwei AnnahmespiraJen begleiteri. 

Unter den in (5') auftretenden Gliedern l)etrachten wir zuerst die- 
jenigen von der (iestalt 

(42) e^^'=e ^'^-r eos (r^ i^^^ sin ^^^ j 



wo mit Hiicksicht auf (4') die Ungleichungen 

(4 — . -r< W< — T — r 

stattfinden sollen. Wird nun der absolute Betrag 



f- sin ^r^>+"^^in y^. H , 



(43) 



e 



1 yif 



tJber die NuUstellen der Funktionen Ea{x), 231 

fiir B = S^ ein Maximum, so ergieht sich die Identität 

(44) '^^=r 

Hieraus findet man zwei mit (4") verträglichen Lösungen. Doch liefert 

nur diejenige ein Maximum, fiir welche arctg' zwischen — - und - liegt. 

p 22 

Fiir das Maximum von (43) hat man nach dieser Festsetzung 

(45) /^^^^^ 

Ist fiir das Maximum ö^ = o, so muss j^ = o, d. h. a eine reelle Grösse 
sein. Geht man rechts öder links von dem besonderen Argumente d = d^ 
aus, so wächst (43) mit r iiber jede Grrenze, so länge 

(46) j^,.<0< ^^- TT, 

und man erkennt, dass fiir ^ -\- 2xjr ^= es stets ein derartig^es Glied in 
der Entwicklung (5') geben rauss, falls 

a) ^l±-^->. 

In diesem Falle (sowie auch, wenn das Zeichen > dureh = ersetzt wird) 
sind also die Hauptglieder in (5') stets von der Gestalt (42). 

Fiir welche pSpiralen bekommt man nun zwei derartige Haupt- 
glieder? Da die Glieder, fiir welche die Bedingung (46) erfiillt ist, immer 
mehr abnehmen, wenn O, sei es rechts öder links, sich von 8^ entfernt, 
so ist es leicht ersichtlich, dass dieser Fall dann und nur dann eintritt, 
wenn fiir ö^ > ö^ > Ö, — 2;r 

(47) e '^'^'^=r ^+>" . 



Hiemach ergiebt sich 



2-/ o 



ep-rr — cos 



81 -7:i — ' — ; sin x-j- -; 

/?' + r P + r 
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l)ie einzige Lösung hierzu, welche den besprochenen Nebenbedingungen 

geniigt, reduziert sich 7inr in den beiden Grenzfålleti j^ = o und ^ = 2 
nuf 0^ =i TT, 

Es i st nm äiese Spirale (p = 8^, dass sich die Nullstellen håufe7}, und 
zwar sOy dass ihre Entfernnng von d(*r Spirale fur lim>*=co nnendlicli 
klein wird, 

Die Anzahl der Nullstellen, deren Moduln < r sind, lässt sich auch 
hier durch die Berechnung des Integrals 

(18) ^fdlogE^ix) 

bestimmen, indem man E^{x) in zwei Paktoren zerlegt: 

1 ry Ay ^ 

(49) EM)=^\e'"''^'''''^''{x+u) (Ö.-2;r<^<ö,). 

Wird r so gewählt, dass ersterer Faktor fiir ^ = ö, und ^ = 8^ — 27: 
Argumente, welche um ein Vielfaches von 2n differieren, besitzt, so lässt 
sich in derselben Weise wie in den vorigen Abschnitten beweisen, dass 

(22) i/^^^^(^ +i/) = o. 

Man bekommt alsdann 



(50) hf^^''^^''^^^^-h 



Hl 



^ /<ö.-r) /'JP\" ^J^ ' o^n 

= 'le ^^•'''' V/^''^^' + e ^"^^'— 2 cos-^^J-, • 

Dieser verhältnissmässig komplizierte Ausdruck vereinfacht sich in den 
Grenzfällen, wo #, — tt = o. Fiir ^^ = o, also a = ^, ergiebt sich dem- 
nach der schon in § 2 hergeleitete Ausdruck 

1 

r . TT 



r** sm 



(17) 

n 
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I«t dagegen /S' + r' = ^^y ^ ^^* ^^^^^ (5^) ^^ ^^® Grestalt 



(51) rlUv + e''^; 



umformen, d. h. man bekommt fiir die Anzahl der Nullstellen den gleichen 
Ausdruck wie im Falle 

b) -7— <2. 

Da jetzt zwei Hauptglieder in (5') auftreten, so mussen (ebenso wie 
im vorigen Abschnitte) an den Nullstellen die Moduln dieser Glieder an- 
nähemd gleich gross sein. Hieraus folgert man leicht, dass die Rolle der 

Strahlen fp = + — in Bezug auf die Nullstellen Jetzt von den Spiralen 

jp = q: ° — -il ;r uhemonimen tvird. In Ubereinstimmung hiermit wird der 

Abstand der Nullstellen von der zugehörigen Spirale mit wachsendem r 

verschwindend klein öder nicht, le nachdem - — ^r^ < l öder - — x-^ > i . 

Ebenfalls empfiehlt es sich hier behufs der Berechnung des Integrals 
(18) die Funktion E^{x) in zwei Faktoren zu zerlegen, indem das jedes- 
malige Hauptglied den einen Faktor angiebt. Also 

(38') E^{x)^y'~^(j+u); {-^^-o\<c<^^+d) 

wenn fiir c> = — — — tt-tt — d. bez. - — ^Tr+d die DifFerenz 



(26') 



1 fX 



r-i 



I iX~ «) I 



gleich NuU wird. In einer Hinsicht stellt doch die Sache sich hier we- 
niger bequem, weil jetzt nicht r so gewählt werden känn, dass w an beiden 
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Grenzstelleii gleiche Werte in (38') xrnd (39') erhält. Fiir die Umgebong 
dieser Grenzstellen känn man aber die Diskussion an die Substitution 



(52) JS;„(x) = f|e-'" + 



ti ^ 



r-« 



n-a) 



(1 + v) 



ankniipfen, wobei map noch eine solche Wahl von r treffen känn, dass 
fiir den Kreis | a; | = r die Ungleichung 1 1? | < i erf iillt ist. Man findet so 

ohne Schwierigkeit, dass der Ausdruck (51) hier dieselbe Eolle fiir die 

1 

Anzahl der Nullstellen spielt wie im vorigen Abschnitte der Ausdruck — , 

*z 

auf welchen er sich ja fiir /-=o reduziert. 

Die Anwendbarkeit der obigen Metoden lässt sich insbesondere nach 
zweierlei Richtungen erweitern. 

Erstens känn man nämlich E^[x) durch die Differenz von EJ^x) mit 
einer konstanten Grösse öder einer einfach gebauten ganzen Funktion er- 
setzen. Es treten dann nur in den Entwicklungen (5) und (5') neue 
Glieder hinzu, und die RoUe der Hauptglieder in den verschiedenen Teilen 
der komplexen Ebene wird in anderer Weise verteilt. 

Zweitens erlauben die Metoden des Herm Mittag-Lbffleu andere 
Funktionen in mannigfaltiger Weise (auch solche von unendlicher Höhe) 
zu bilden, fiir welche sich analoge halbkonvergente Entwicklungen wie (5) 
und (5') ergeben. Es lassen sich dann in ähnlicher Weise wie hier Unter- 
suchungen iiber die Nullstellen ausfiihren. 
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SUR LA MÉTHODE HORISTIQUE DE GYLDÉN 



PAR 

H. POINCARÉ 

k PARIS. 



Introductlon. 

• 

ÖYLDÉN a rendu de tres grands services ä la Science; il a créé un 
certain nombre de méthodes nouvelles qui ont pu étre appliquées avec 
succés et dans certains cas substituées avec avantage aux anciens procédés. 
La plupart des méthodes quil a proposées dans ses premiers écrits étaient 
correctes; Haiizer et Brendel en ont tiré une théorie des petites planétes. 
Ces méthodes, ä la vérité, n'étaient pas sans inconvénient, elles donnaient 
lieu a une foule de complications inutiles; au lieu de prendre le temps 
pour variable indépendante, elles prennent la longitude vraie, ou des 
variables auxiliaires peu différentes de cette longitude, elles introduisent 
une foule de variables parasites et encombrantes. Il en résulte quö les 
équations perdent leur forme canonique, et que, si Ton veut simplement 
écrire par exemple Téquation des forces vives, il faut se livrer ä des cal- 
culs interminables. J'estime donc que ces méthodes, quelque intéressantes 
quelles aient été autrefois, n'ont plus aujourd'hui qu'un intérét historique, 
et qu'on ne saurait plus en recommander Temploi, parce que maintenant 
il y en a d'autres, comme par exemple celles de Hill et de Brown qui 
ont les mémes avantages sans avoir les mémes inconvénients. 

Plus tärd Gyldbn est entré dans une voie nouvelle et a abouti a des 
resultats qu'il a rassemblés dans son ouvrage Nouvelles recherches swr les 
series employées dans les théories des planétes, Stockholm 1892. Moins 
heureux que dans ses premiers travaux, il s*est cette fois complétement 
trompé. 
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Considérons une équation différentielle quelconque, faisons pager cer- 
tains termes dans le i®' membre, d'autres dans le 2^. En i^** approximation, 
nous remplacerons da7is le 2^ niembre les fonctions inconnues par zéro et 
nous intégrerons les équations ainsi obtenues; en 2*** approximation nous 
remplacerons dans le 2^ membre les fonctions inconnues par leurs valeurs 
de I*" approximation, et ainsi de suite. Tel est le principe fondamental 
des nouvelles méthodes d'approximation de Gyldén, comme des anciennes 
et nous le retrouverons partout. 

Ce principe est legitime, mais a une condition, c 'est que les termes 
relégués dans le 2^ membre et négligés en i*"*® approximation soient notable- 
ment plus petits ou moins importants que les termes conservés dans le i*"*^ 
membre. Sans cela, il est clair que le développement ne sera pas con- 
vergent. Nous aurons donc a examiner si Tanalyse de Gyldén satisfait 
ä cette condition. 

On sait que dans les méthodes ordinaires de la mécanique céleste, 
on voit s mtroduire ce quon appelle de petits diviseurs, de sorte que le 
coefficient de certains termes prend la forme 

p étant tres petit, et deviennent infinis quand j^ s'annule. Gyldén s'eflPorce 
de prouver qu'un calcul plus exact doit donner: 

_h_ 

v étant une quantité qui ne s annule pas, de sorte que le coefficient ne 
devient pas infini et reste méme tres petit. Cest ce qu'il appelle la mé- 
thode horistique, ainsi nommée d*un mot grec d*oi!i vient également horizon. 

11 cherche ä tirer de la diverses conséquences: 

i^ Que les series obtenues en mécanique céleste sont convergentes si 
Ton tient compte des termes horistiques. 

2^ Que les termes d'ordre élevé de la fonction perturbatrice ne sauraient 
donner. lieu au pbénoméne connu sous le nom de libration. 

Ces conséquences sont manifestement fausses; mais j ai cru longtemps 
que Terreur provenait simplement de ce que Gyldén ne se doutait pas 
de ce que les géométres appellent une serie convergente et des précautions 
minutieases qu'il faut prendre dans une demonstration de convergence* 
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Je croyais que, si Gyldén est protegé contre la critique par son 
obscurité méme, cette obscurit^ empécherait également qu'on cherohåt ä 
appliquer ses méthocles qui deviendraient ainsi inoffensives et tomberaient 
dans Toubli apres sa mört. 

Je me trompais; dabord ses erreurs commencent, comme nous le 
verrons bientöt, dés le debut de son analyse; on ne peut donc le prendre 
pour guide, non seulement pour démontrer la convergence des développe- 
ments, mais méme pour en calculer approximativement les i*" termes. 
De plus, eertaines personnes ont voulu appliquer ces méthodes a des pro- 
blémes pratiques, et elles ont été naturellement conduites a Terreur. D'autres 
ont repris les affimiations de Gyldén sur la convergence des series et les 
ont présentées comme des vérités établies. 

Il devenait donc nécessaire d analyser dans ses détails Touvrage cite 
NouveUes Becherches ... et d'en discuter les conclusions. C*est lä Tobjet 
du present travail, nous suivrons pas ä pas Touvrage de Gyldén et nous 
en examinerons successivement chaque chapitre. 

J'aurais voulu conserver les notations de Gyldén; mais elles sont 
tellement compliquées et tellement changeantes que je n*en ai pas eu le 
courage. Je donne cependant des indications suffisantes pour qu'on puisse 
passer facilement d'une notation ä Tautre. 

Dans les citations, quand je renvoie ä une page ou ä un paragraphe 
désigné par le signe § ou N^ suivi d'un numéro, il faut entendre la page 

ou le paragraphe de Touvrage de Gyldén NouveUes Becherches Quand 

je renvoie a un paragraphe en écrivant le mot paragraphe en toutes lettres, 
il s*agit d'un paragraphe du present travail. Enfin quand je renvoie ä 
mon ouvrage Les Méthodes NouveUes de la Mécanique Géleste, Paris, Ghiuthier 
Villars, j^écris simplement Méthodes NouveUes. 



Analyse da Chapitre PremUr. 

Ijq Chapitre i*' est consacré å Téquation 

Gyldén appliqne ä cette équation 4 méthodes différeutes dont une fondée 



sur remploi des coéfficients indéterminés et 3 sur Temploi des fonctions 
elliptiques. 

Mais avant dräller plus loin, disoDS quels sont les resultats qui sont 
démontrés au sujet de cette équation et que Gyldbn aurait dö retrouver. 
Si Ton applique å Téquation (i) la méthode de la variation des constantes 
arbitraires de Lagrang e en regardant p et y comme des quantités trfes 
petites, on obtient une serie procédant suivant les sinus et les cosinus des 
multiples de deux arguments: 

v et w = Vyli -^ä + const. 

et suivant les puissances de V] cette serie ou v figure en dehors des signes 
trigonométriques est convergente poui^vu que v soit suffisamment petit. 
Je Tappellerai la serie S, 

Le terme general de la serie S est don c de la forme: 

Av"^ cos {pv + qi^* + Ä) • 

Si nous réunissons tous les termes de la serie S qui contiennent en facteur 
une des lignes trigonométriques d'un méme are ^>r -f- g''^' ; on peut en faire 
la somme, et cette somme a pour valeur: 

A cos (j)?' + qf-h Ä) 

oil f est un nouvel argument de la forme 

/■= av + B 

a étant une nouvelle constante donnée et e une constante arbitraire d'int.é- 
gration. En groupant les termes de cette maniére, on obtient xine nou- 
velle serie S^ procédant suivant les sinus et les cosinus des multiples des 
deux arguments v et f ^ et ne contenant pas v en dehors des signes 
trigonométriques. Cette nouvelle serie S^ est divei^gente, au sens que les 
mathématiciens attachent ä ce mot; elle peut néanmoins étre employée 
dans un but pratique pourvu que ce soit avec circonspection. Elle peut 
donner une valeur approchée de la fonction inconnue, si Ton s'arréte ä un 
certain terme. 

Cette serie S^ dépend de deux constantes arbitraires; la i*" est c, 
et figure dans f\ la 2^^ peut étre choisie de bien de maniéres; ä Texemple 
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de Gyldén nous prendrons le coéfficient du terme en cos f et nous 
Tappellerons x. Si Ton fait x = o^ tous les termes dépendant de f dis- 
paraissent; la serie 5, ne contient plus que Targument v, elle ne dépend 
plus de la constante s; grace ä eette réduetion, la serie S^ devient conver- 
gente. C est la solution j^Modique, 

Supposons que la constante x ne soit pas nuUe, mais tres petite et 
négligeons les termes en x^, nous trouvons ainsi: 

p = H -{- xH^ cos f+ xH^ sin f 

oii H indépendant de x représente la solution périodique que nous venons 
de détinir et oil H ^ H^ ^ H^ sont développables suivant les sinus et cosinus 
des multiples de Targument unique v. Cette serie représente les solutions 
tres voisines de la solution périodique (ef. Méthodes Nouvelles, chapitre IV); 
eUe est convergeräe ; je Tappellerai S^. 

Dans les différonts termes de S et de S^ figurent ce que Ton appelle 
de petits dwiseurs introduits par Tintégration. Parmi eux, nous distinguerons 
le petit diviseur a qui s^introduit dans la serie S quand on intégre un 
terme en w -{- n{w — v) et qu'on retrouve dans la serie S^ déduite de S. 
Parmi les termes de S^, conservons seulement ceux qui contiennent a au 
dénominateur a la méme puissance que y9 ou ^ au numérateur. L'ensemble 
de ces termes formera une nouvelle serie S^] cette serie sera convergente. 
Cest celle a laquelle conduit la méthode de Ddaunay, Comment se fait-il 
que la serie S^ étant convergente, la serie S^ soit néanmoins divergente; 
c 'est ä cause de la présence des petits di viseurs autres que a; mais comme 
ces petits diviseurs ne se rencontrent que dans des termes d'ordre élevé, 
la serie convergente S^ nous donnera une valeur approchée de la fonction 
inconnue pourvu qu'on ne veuille pas lappliquer pendant un intervalle 
de temps trop long; c 'est lä ce qui fait la légitimité de la méthode de 
Delaunay. 

Tels sont les resultats qui sont vrais de Téquation (i) comme des 
équations générales du probléme des 3 corps et des équations analogues. 

Voyons maintenant ce qu'a fait Gyldén; il cherche å satisfaire ä 
réquation en posant 

p=z X cos /*-}- Xy cos t; + iJ 
et de fafon que R soit petit par rapport aux deux autres termes. Il dé- 
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signe par -(/?') la partie constante de i?', d'ou il résulte que (JB*) est 

petit et positif et il amve aux équations suivante-s (équations 4 de la 
page 10) 



(2) 



(T» + (i -a) + ^/9x' — ^-/9[x' + x] + (i?')] = o 



Remarquons pour comparer ces équatioDS ä celles de Gyldén, que a, jS, a 
et I représentent ici les y9, , y9g, i — c et i — ö- de Gyldéx. 

Ces équations sont-elles exactes; il suffit pour le voir de les comparer 
a la serie convergente S^ définie plus haut et que nous savons former. 

Soit d'abord x = o; dans ce cas la serie S^ ou S^ se réduit å eelle 
qui définit la solution périodique; le terme le plus gros est le terme: 

/O = Xj cos r. 
Alors les conclusions de Gyldéx sont exactes et on trouve bien 

(3) ^^x? + ax,— r = o 

ce qui est eonforme a Téquation (2), puisque x est nul et B, tres petit. 
Gette équation (3) limite bien la valeur de x, comme Gyldék Ta remarqué, 
et c^est cette remarque qui a été Torigine de tout son travail, oii il a 
vaincment cherché ä la généraliser. On voit Tinfluence du terme en /9/o', 
et une comparaison physique la fera mieux comprendre. Si ce terme 
n'existait pas, Téquation (i) définirait le mouvement d'un pendule rigou- 
reusement isochrone qui oscillerait sous Tinfluence d'une force périodique 
y cos v . Si cette force se trouve en résonance avec la période propre du 
pendule, les oscillations pourront devenir trés-grandes. Grace a Taddition 
de ce terme, le pendule n^est plus rigoureusement isochrone; 8'il y a 
résonance pour les oscillations infiniment petites, Tamplitude croitra d'abord, 
mais quand elle sera plus grande, la pcriode propre du pendule ne sera 
plus la méme, la résonance disparaitra et Tamplitude cessera de croitre. 
Les constructeurs de navires ont souvent employé un artifice analogue. 

Si nous supposons au contiTiire ;- et x, nuls, Téquation (i) 8'intégre 
tres aisément par les fonctions elliptiques, on pourrait alors former aisément 
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la 1*'** équation (2) en y faisant x, = o et négligeant i?, qui est en eflPet 
négligeable si x est petit. On reconnaitrait ici encore que la formule de 
Gyldén est exacte. Observons que dans ces deux oas, il n'y a dans p 
qu\in seul argument, v dans le i®"" cas, f dans le 2^. 

Supposons maintenant que x ne soit pas nul, mais tres petit. Quelle 
devrait étre d 'apres öyldjén la valeur de ^? Si x est tres petit, il en 
sera de méme de R, On aura donc. 

(2 bis) a^=i—fx—^^x\. 

Cherchons maintenant la vraie valeur de a, Soit p^ la solution périodique ; 
et /> = /Oo + ^j dans ee cas p^ est indépendant de x et £ est de Tordre 
de x; nous pouvons donc négliger e', ce qui donne: 

et comme p^^ est sensiblement egal a x^ cos v, cela fait 

£t+(i-a-^^x?-^/9x?cos2t;)e = o 
ou: 

(4) ^. + £ (?' — !Zi cos 2V) = o 

en posant 

Cest lä une équation qui a fait Tobjet de travaux tres nombreux que j'ai 
resumés dans le Chapitre XVII des Méthodes Nouvelles. 

Soit s = F{v) la solution de Téquation (4) qui se réduit ä i et dont 
la dérivée se réduit ä o pour '^ = o ; on aura : 

cos OTT = F{7r) . 

Développons F{v) suivant les puissances croissantes de q^ et de i — q^ = o 
il viendra: 

F{v) = cos r + f- + — ) t; sin v + % (cos v — cos 31') + Ri 
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o\x B, contiendront les termes dépendant des puissances plus élevées de r 
et de 9, ; panni ces termes, nons ne conserverons que ceux qui dépendent 
des secondes puissances, et qui ne s'annulent pas pour v = r. Or nous 
aurous des termes en t; sin t; , en (eosr — cos 3r), en (eosv — cos 51;), en 
v^cosv; nous n'avons a nous occuper que des demiers qui sont les seuls 
qui ne 8*annulent pas pour r = r. Or R^ est donné par Téquation: 



d 



^ + Ä, = (r + g, cos 21;) ( ^ + ^) rsin t; + ^^(cos v — cos3t^) 



Nous pouvons négliger le terme en cos v — cos 31; qui ne peut nous 
donner un terme en t;'cost;. D'autre part: 

(r + q^ cos 2v) t' sin v = It — — ) r sin v + —v sin 31; 

oii le i" terme seul peut nous donner un terme en r^cosr; il nous suffira 
donc d'écrire: 

dv 
d'oti: 



^ + Ä. = ^^(r'-^^)rsmt + ... 



If, = — g (t-' — -) t»' cos v + 



en n'expriinant que le terme en v'cosr. Il vient donc: 



R* 



Or 



, (I— «t)V 

cos <7- = I + — 



Il reste donc: 



(._.)'= i(.'_i^!) = '(a'+3a/9xI + ?|/9V). 



La formule de Gyldéx donuerait: 



('-'^)'==T=K"'+3"'^^'+!'^''*^ 
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Avec la formule de Gyldén, a est toujours réel; avec la vraxe formule, 
a peut devenir imaginaire et c'est ee qui arrive par exemple si a est 
positif, ^ négatif et assez grand. Les différences peuvent étre tout a fait 
enormes; elles ne peuvent s'expliquer par Tintluence du terme en (i?') qui 
non seulement devrait étre tres petit, mais serait toujours de méme signe; 
et étant toujours réel donnerait toujours pour i — a une valeur reelle. 

Cherchons d^ailleurs le terme principal de i?. Un calcul simple nous 
donne en négligeant les carrés de r et de ^r, et en posant ^ = i — s 



I r I fr ^ xV^^r — qy yl27 + q. 

p = Xy cos i; + ^ cos /^ + X cos [f — 2v) - ^' - — y — ^ 

v 2r —q,+ \l2T + q, 

ee qui nous donne la valeur de -B; le terme le plus important de i?, c'est 
en effet le terme en cos {f — 2v). Le rapport du terme en cos (/* — 2?;) 
au terme en cos f c 'est: 



y/2T — q,+ v'2r + q, 

Or le numérateur et le dénominateur sont du méme ordre de grandeur; 
donc R nest pas négligeable devant p^. 

Le seul cas oii R serait négligeable devant yo^, serait celui oö q^ serait 
négligeable devant r, c'est ä dire /3xl devant a; c'est a dire celui oii la 
considération du terme en fip^ est inutile, oii les méthodes ordinaires 
sufifisent, oö celle de Gyldén est sans objet. 

Gyldbn dit page 17 que R reste méme dans les cas exceptionnels 
de Tordre de p^ [c est a dire de x cos/'+ ^1 cos y), mais qu*elle devient 
tres petite dans les cas ordinaires, ä savoir lorsque la valeur absolue de ö> 
est sensiblement plus grande que Vunité (c'est a dire lorsque les 3 racines 
de réquation (3) différent sensiblement 1'une de lautre). On peut se 
demander ce quil entend par sensiblement, Quand il dit que \w\ est 
sensiblement > i , veut-il dire que | o; | — i par exemple n'est pas tres 
petit, ou que \q}\ est tres grand. 

Dans le 1®' cas, il se trompe, nous venons de voir que R est du méme 

ordre de grandeur que p^ pour toutes les valeurs de — , c^est a dire pour 
toutes les valeurs de 01, sauf pour les tres petites valeurs de ~. 
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Dans le 2^ cas, ce qu'il dit est exact, car si w est tres grand, ~ est 

r 

tres petit mais si — est tres petit Temploi de la méthode n*a plus, comme 

nous Tavons dit, aucnne raison d'étre. 

Il semble bien d'ailleurs que sa pensée doit étre interprétée de la 
I*" maniére. Il sait trop bien le franfais pour avoir employé une 
expression impropre et le contexte semble plutot favorable ä eette inter- 
pretation. 

Est-il vrai du moins que B ne peut jamaLs étre tres grand par rapport 
aux termes conservés de p? Oui, si Ton suppose x tres petit, car alors 
nous avons 

p = Xi cos v + X cos f+x' cos {f — 2v) 

et nous avons donné Texpression du coeffieient x'\ e'est le demier terme 
qui représente B. Si nous posons: 

2v — f==r 
eette équation devient: 

p = x^ cos v + x' cos/*' + X cos {f — 2V). 

On retombe donc sur une expression de méme forme, mais oii le röle des 
coefficients x et x' est interverti. On peut donc indifféremmerU prendre x 
ou x' pour le coeffieient du terme principal, ou pour celui de 12; si Ton 
convient de regarder toujours le plus grand des deux comme representant 
le terme principal; on sera certain que B ne pourra devenir tres grand. 
Aurait-on la méme liberté si x n*étant plus tres petit, on devait tenir 
compte des puissances supérieures de x; on aurait alors des termes en 
2/* — 31; , 2f — v etc. et si le coeffieient de Tun de ces termes devenait 
tres grand on ne pourrait plus employer le méme artifice. Nous verrons 
plus loin que cela peut fort bien an-iver. 



Cause de VErreur de Gyldén. 

Les conclusions de Gyldén, du Chapitre 1", § i, N** 2, pages 10 
a 1 7 sont donc fausses. Quelle est Torigine de son en-eur? 
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Il envisage Téquation (i) et égale dans les deux membres les coefficients 
de cos f et cos v . Si x est tres petit, nous pouvons écrire : 

p "= x^ cos v + X cos /*+ x' cos {f — 2v), 

Il vient alors dans p^ des termes en 

(A) cos'?; cos f , cos'/' , cos^{f — 2?;) cos f 
et en 

(B) cos^-y cos {f — 21;), 

qui peuvent donner un terme en cos A. 

Nous avons aussi dans p^ des termes en 

(A') cos^v , cos*r cos I' , cos'(/' — 2v) cos v 

et en 

(B') cos v cos f cos {f — 27;), 

qui peuvent donner un terme en cosr. Gyldén tient compte des termes 
(A) et (A'), mais ne tient pas compte des temes (B) et (B') qui sont du 
méme ordre. 

Si X n'étant plus tres petit, on ne pouvait plus négliger x', il y a 
bien d'autres termes dont il faudrait tenir compte. 

L*introduction des termes négligés ferait perdre aux équations leur 
f orme » horistique > . 

Dans le N^ 3, Gyldén fait une tentative pour pousser T approximation 
plus loin. Il arrive ainsi ä des formules tres compliquées d'oö il ne tire rien; 
elles ne lui servent méme pas å lui faire découvrir rerreur commise dans 
le N^ précédent. Il se borne å montrer que les resultats du N® 3 con- 
cordent approximativement avec ceux du N** 2, pourvu que la quantité 
qu'il appelle f page 25 soit tres grande. Mais le cas ou f est tres grand 
est précisément celui oti les vieilles méthodes classiques s'appliquent sans 
difficulté et oö tout cet appareil est inutile. 

Je n'ai pu arriver a déterminer quel est le but poursuivi dans le 
N** 4, et comme il n'est fait dans la suite aucune application des resultats 
qui y sont contenus, je m'abstiendrai d*en analyser ici le contenu. 
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Efmptoi des JFaneUons ElUptiques. 

Dans le § 2, Gtldén applique une seconde méthode, fondée sur 
Temploi des fonctions elliptiqaes; uons allons voir qa'elle ne differe pas 
de la méthode de Delauxay et qu'elle pennet par eonséqaent d'obtenir 
correctement nne premiére approximation. Nons verrons ensuite Tusage 
que Gyldéx cherche en faire pour les approximations suivantes. 

Posons 

Substituons dans Téquation ii) et égalons dans les deux membres les 
coeflPicients de e*' et e"**". Nous aorions aossi des termes en e^*", mais 
nons ne nous en occapons pas par ee qa*ils ne sauraient donner naissance 
å de petits diviseors. Xoos obtenons ainsi les deux équations. 



(5) 



g" + 2// = fl^ + 3/%?'// — { 
|r-2,A' = aA + 3>ft7*'-^ 



oii g' y g" désignent les dérivées successives de g par rapport å v. 

Dans g ei h nous ne conserverous que les termes å longue période 
qui seuls peuvent donner lieu å de petits diviseurs; mais alors nous 
pouvons négliger g" et h" devant g' et h\ et il reste: 



(6) 






Multiplions par h\ et g\ ajoutons et intégrons, il viendra 



(7) agh + \pg'h' - Uh + g) = const. 



On peut ensuite achever Tintégration par les fonctions elliptiques. Telle 
est, aux notations prés, la 2^ méthode de Gyldén. 
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Comparons avec la méthode de Delaunay. Posons 

p' désignant la dérivée de p par rapport k t\ et w une variable auxiliaire. 
L'équatioii (i) peut étre remplacée par les équations canoniques 



(8) 



dp 
dt 

<iv 
di 



dF _ , d^ 
dp- ■" ^ ' dt 

dF _ du 



dF 
dp 

ilF 
dv 



= — (l — a)p +/9/0* — ;-C08i; 



Posons p = \J2^ C08 to, p' '^ y/2^ sin O» ; d'ou : 

F = ^ •\- u — Of cos^ö) — ySc' C08*ä) + Yyfz^ cos v cosä) 

les équations conserveront avec les variables f, O); v,h la forme canonique. 
Si, conformément å la méthode de Delaunay, nous ne conservons que les 
termes å longue période; si par conséquent nous laissons de cöté les termes 
en cos 2a>, cos4a>, cos (?' — a»), il restera: 



a 



3 «. 



Soit 



il viendra 



F = f + « — -' I — 1^^» + - ryl2^ cos(t; + a,) 



a» + t' = e, M = C — ^ 



(9) 



F=i:-'U-yv+\r^T^coss 



8 



et les équations, devant rester canoniques, deviendront: 



d^ dF I , . ds 

-TT = ^- = — r - J2c sm s : ,r = 

dt de ' 2 v * 'dt 




;'C08 e 

2 v/2* 


dv dF . dC dF 

dt (/C ^'dt dv °* 






Si nous posons: 







//=- V'2? <'-",/♦= -v/24 e" 
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on retombera sur les équations (6) d^oti il suit que la 2*® méthode de 
Gyldén, étant identique ä celle de Delaunay nous donne une i*** approxi- 
mation correcte. 

On voit sans peine que g et Ix sont des fonctions doublement pé- 
riodiques de v, On peut alors construire les équations correctes qni lient 
les quantités appelées plus haut x, Xj et ö*; ces équations sont transcen- 
dantes et elles n'ont par conséquent aucun rapport avec les équations (2). 
A ee point de vue les conclusions du § 2 sont en contradiction directe 
avec celles du § i. 

Dira-t-on au moins que les formules concordent quand x est tres petit 
non seulement d'une fafon absolue, mais par rapport å Xj. Nous allons 
voir que non, et TAnalyse que nous venons de donner dans le paragraphe 2 
suffisait d*ailleurs pour que nous en fussions sArs d*avance. 

Nous allons développer g et A suivant les puissances de x, et écrire: 

ff = ffo + ffl+ff^+ '-y Ä = 7fo + Äi + A, + . . . 

oii h^ représente Tensemble des termes de Tordre de x". Nous trouvons 
d'abord: 

ffo = h = const. ; ago + Z^gl = \ 



et ensuite: 



(10) 



( 2ig{ = {a + tpg'^g,+ zPglK 
\ - 2ih[ = (a + 6^ffl) h, + s^hlg, . 



Ce sont des équations linéaires ä coefficients constants; nous pourrons 
y satisfaire en posant: 

ou bien 

g^ = x'e^% hl = xe^\ 

Ou bien encore en faisant la demi somme de ces deux solutions 
particuliéres ; on obtient ainsi: 

p a= 2^0 cost' + X cosf+ x' cos(A — 21;) 
avec 

/"=(! — C)t^ 2^0=^1 
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et en substituant dans les équations (lo), on trouve: 

Mais a + 6^gl c'est ce que nous avons appelé plus haut r, et SJSgly 
c 'est ce que nous avons appelé -q^; il vient ainsi: 

x(2C— r) = ^5',/ 



d'oii: 



*'(— 2C— r) = ^<?,;r 



4 



et 



X \l2T—q, — v/2r + q. 



Ces formules sont en concordance avec les resultats du paragraphe 2 et en 
désaccord avec les équations (2), c*est ä dire avec les équations de Gyldén. 
Cherchons encore les termes constants de g^ et \. Nous avons: 

— 2ih'^ — (a + 6pgl)g^— z^glK = ^?9fs9xK + Si^i/o *?• 

Nous cherchons seulement les parties constantes de g^ et \\ nous 
devons donc faire .9i = ÄJ = o, ^, = Äj, et remplacer ^lÄj, ^J et AJ par leurs 
parties constantes. Or nous avons: 



+»«•• 



<7i = t: e-*"' + T « 



»2 '2 

d'oii: 

r 

partie constante g\ = partie constante h\ = — 



partie constante g^ h^ = 



Ada matfmuUiea, 2«l. Imprimé le 11 inars 1005. 32 
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å'oh: 

Or nous allons avoir; non plus Xi= 2^0 comme dans rapproximation 
précédente, mais: 

Comparons avec la seconde équation (2) qui peut s'écrire 

— ax-^-l3x*-l^x,{x'+x") = —r 

en remarquant que x" n'est pas autre chose que ce que Gvldén appelle 
(J2'). En premiére approximation, nous avons: 

4 

Soit Xi= 2(7o+ 2(J, de sorte que d devrait étre egal a g.^, Gela fera 
en négligeant (?", öt? ^ åx'^ 

-{o^ + 9fiffl)å=^l^go{x'+x") 
on reconnait déjä que la formule est erronée. 



JDl8Ct€88ion de la Méthode Précédente* 

Jusqu'iei les conclusions du § 2, d'ailleurs contradictoires avec celles 
du § I sont correctes, mais Gyldén veut pousser plus loin Tapproximation 
et tenir eompte des termes négligés. Il écrit donc les équations (avec 
d'autres notations) 



(•o 



2iff'-oiff — 6^gV>. + l = 3r 



2///' — ah — 6/5ÄV +^ = K 



ou M' et N' reprcsentent Tensemble des termes cVaboi-d négligés et il les 
intégre par approximations successives. 
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J'aurai8 å faire au sujet de ses conclusions la remarque suivante. 
Ayant résolu correctement les éqaations (6), il constate qu'elles conduisent 
dans certains eas å des solutions asymptotiqaes. 

^^\Mais, ajoute-t-il page 67, nous verrons dans ce qui suit que la 
solution asymptotique n'appartient pas ä notre probléme; elle est due 
uniquement a la maniére d'aborder les approximations...». 

Il est evident qu'ici Gyldbn se trompe. Les équations approximatives 
(6) admettent un systéme de solutions asymptotiques et par conséquent 
une solution périodique pour laquelle les exposants caractéristiques sont 
réels et différents de zéro. Si les équations approximatives admettent une 
solution périodique, il en sera de méme des équations exactes, qui en 
différent fort peu; car si Ton fait varier un systéme d 'éqaations différen- 
tielles d'une maniére continue, une solution périodique ne peut disparaitre 
que quand Tun des exposants caractéristiques est nul, ce qui n'est pas le 
cas; de plus cette solution périodique aura encore des exposants carac- 
téristiques réels, puisqu'ils difffcreront tres peu de ceux qui correspondent 
aux équations (6); et Texistence des exposants caractéristiques réels entraine 
celle des solutions asymptotiques. Tous ces points sont hors de doute et 
jc les ai établis d'une fayon tres simple et rigoureuse dans mes méthodes 
nouvelles. 

Gyldén cherche ä nous donner la demonstration promise d'abord 
page 71, puis page 75; il cherche d'abord ä montrer qu'on peut diriger 
les approximations de fapon å ne plas rencontrer de solution asymptotique. 
Pour cela il écrit les équations (11) sous la forme suivante: 



(11 bis) 



2ih'—{a + e)h~6pgJi'+ ^= N' — sh 



et il integrc par approximations successives en faisant d abord les seconds 
membres égaux a zéro, rempla^ant ensuite les inconnues dans les 2^ 
membres par les valeurs trouvées en 1*" approximation et ainsi de suite. 

Il choisit £ de fa^on a éviter la solution asymptotique et il se flatte 
de pouvoir conduire les approximations suivantes en évitant Tintroduction 
de cette solution et en aboutissant a une serie convergente. 

Pour juger cette pretention, il suffit de comparer a un exemple simple. 
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Soit : 

Nous voyons que si ^ = i , réquation ne comporte plus de solution 
périodique et que v sort des signes trigonométriques. Croira-t-on que Ton 
peut échapper a cette conséquence })ar Tartifice suivant. Soit ^9= i et 
écrivons Téquation sous la forme: 

^ + i^ + b)p = cosv + sp. 

cos v 
Nous trouvons en i^'^ approximation ^==0, puis /> = , puLs 

s 

2 cosr . 3 cos v ., .p i il- i 

p = , puis p = , suite maniiestement divergente. 

Eh bien, Gyldén fait absolument la méme chose. Il y a page 72 
quelques lignes sur Tordre de grandeur des quantites introduit^s. Ces 
lignes, trop concises pour étre claires tendent évidemment ä prouver que 
la serie obtenue sera convergente, ou du moins que les termes iront en 
diminuant. 

Or cela n*est pas exact; ear si nous supposons M'=^N'=o^ les 
équations ( 1 1 bis) se réduisent aux équations (6) et nous savons, Gyldén 
Ta démontré lui-méme que ces équations admettent des solutions asymp- 
totiques. La serie en question est donc divergente, puisque si elle était 
convergente, ces solutions n'exLsteraient pas. 

La serie converge-t-elle dans d^autres cas? Les seconds membres de 
(11 bis) peuvent-ils étre assez petits pour quil en soit ainsi? Cela n'a pas 
lieu, nous venons de le voir quand M' et N' sont nuLs; cela ne pourrait donc 
étre vrai que si M' et N' détruisaient les termes les plus importanbs de sg 
et de sh. Or il est evident qu*il ne peut pas en étre ainsi quels que 
saient M' et N'. Eh bien, dans le raisonnement de G^yldén, il n'est fait 
aucune hypothése sur M' et N' (ou ce qui revient au méme sur ce qu'il 
appelle M et N), Son raisonnement est donc inexact. 

ÖYLDÉN cherche ensuite ä montrer que la solution asymptotique ne 
peut pas servir de point de départ å une véritable approximation (pages 
75) ^99) parce que le 2^ terme du développement est susceptible de 
devenir infini. 
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C*est comme si Ton disait que quand a est petit ^x n'est pas une 
valeur approchée de y « + «, sous prétexte que si Ton développe suivant 

les puissances de a, le 2^ tenne du développement est --^ et devient in- 

2 ^x 

fini pour 7c = o. 

Dans le § 3, Gyldén applique une nouvelle méthode qui ne dififére 
de la précédente que par quelques complieations nouvelles. H néglige les 
termes M' et N' de sorte que les équations (11) se réduisent aux équations 
(6); nous venons de voir que ces équations s'intégrent tres aisément par 
les fonctions elliptiques. Je n'ai pu arriver ä comprendre pourquoi il aborde 
ainsi par une méthode approximative et compliquée un probléme quHl a 
lui-méme résolu par une méthode rigoureuse et simple. 

Il ny a qu'un passage oh il ne dit pas explicitement qu'il néglige 
M' et N\ c'est celui de la page 93; mals on doit remarquer qu'il y 
regarde W comme une fonction périodique de Targument nniqne tv, ce 
qui ne peut s'expliquer que de deux maniéres; ou bien s'il néglige M' 
et N' comme dans le reste du §, ou bien s*il réduit M' et N' aux termes 
— ff" et — h" qui sont négligés dans les équations (6). Dans ce demier 
cas, on retomberait sur les équations (12) du paragraphe suivant, sur les- 
quelles nous reviendrons. 

Nouvelle Méthode de Oyldén. 

Dans le § 4, Gyldén emploie encore une nouvelle méthode, fondée 
également sur Temploi des fonctions elliptiques. EUe consiste a développer 
la solution de Téquation (i) suivant les puissances de ;*. 

Si Ton appliquait cette méthode dans toute sa rigueur, on trouverait 
en I*" approximation, c'est ä dire pour /' = o, que p est une fonction 
doublement périodique de v, développable suivant les sinus et les cosinus 
des multiples d'un argument unique /*=r + ?r, fonction linéaire de i\ 
Dans les approximations suivantes on trouverait des termes en 

mv + mv 

m et n étant des entiers quelconques. 

H 8'introduirait aussi des termes séculaires ou v sortirait des signes 
trigonométriques mais Gyldén évite Tintroduction de ces termes séculaires 
par Tartifice suivant: 
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Il écrit réquation (i) sous la forme: 

^^\ + {i —a')p — fip'= —rcosv + {a — a')p 

a' étant une indétenniuée. Dans le 2^ membre, il substitue å la place de p, 
d'abord zéro, puis ä la 2*® approximation la valeur de p trouvée en i*"" 
approximation et plus généralement å la n® approximation, la valeur trouvée 
en w — I® approximation. Il dispose ensuite de rindéterminée a' ä chaque 
approximation, de fa^on ä faire disparaitre les termes en cos f qui lui 
donneraient apres integration des termes séculaires. Cet artifice est legitime. 

De plus, il laisse de c6té å chaque approximation les termes en 
mv + nw oii Tentier m n'a pas la valeur + i . Ce qui justifie dans une 
certaine mesure cette maniére de faire, c'est que les termes de la forme 
v + nw sont ceux ou s introduit le plus important de tous les petits 
di viseurs; mais on ne doit pas oublier que d'autres termes, (qu'on ne 
rencontre pas il est vrai dans les i*"" approximations, mais seulement dans 
les suivantes) introduisent de nouveaux petits diviseurs encore plus petits, 
et que c 'est précisément ä ces petits diviseurs qu'est due la divei^enee 
des series. 

Opérer de la sorte, cela revient ä déterminer g et h par les équations 



(12) 



ff'+2ig'-oLg-6^g'h + l=o 
r — 2ih' — ah — 6^äV + - = o 



Cette méthode se rapproche de celle de Dblaunay; elle n'est pas 
plus precise; car les termes par lesquels les équations (12) difEérent des 
équations (6) ne sont pas plus grands et plus importants que les autres 
termes négligés. 

H ne faudrait pas croire non plus que Ton obtient par ce procédé 
tous les termes en 1; + ^'^ avec leurs coefficicnts exacts. En effet, il peut 
s^introduire ä la Af approximation des termes de la forme mv-^-nw {m> i) 
dont la combinaison produira ä la k +p^ approximation un terme en 
v-^-mv; si Ton néglige ces termes ä la Äf approximation, le coeflKcient du 
terme en v + nw ne sera plus exact ä la A + p"". 
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Quoi qu'il en soit les équations (12) admettent rintegrale: 



g^W—agh — l^g^h' + Uh + g) = const. 



On ne pent pas en trouver Tintégrale générale; mais pour Tobjet 
poursuivi par Gyldén, il suffit d'en connaitre une solution périodique. 
Gette solutio]! périodique existe et le développement correspondant converge, 
comme il arrive toujours pour une solution périodique. 

Les développements trouvés par Gyldén dans ce § 4 sont donc bien 
convergents, ainsi qu'il Tannonce. Ils pourraient étre tres facilement 
obtenus par la théorie des solutions périodiques. Mais dés qu'il voudrait 
tenir compte des termes en mv + mi\ la convergence cesserait. 

L'analyse de Gyldén ne nous apprend d'ailleurs rien de plus que la 
méthode de Delaunay. EUe n'est pas plus precise; elle n'est pas plus 
propre ä nous renseigner sur la convergence des développements complets. 



Analyse du Seeond Chapitre. 

Passons au Chapitre 11 et au § 5 ; Gyldén y envisage des équations 
plus compliquées oti figure dans le i*' membre outre la dérivée seconde 

-T^, un polynöme entier en y et -^ dont les coefficients-sont des fonctions 

connues de v. Quant au 2* membre, c*est une fonction connue de v. 
Toutes ces fonctions connues de v sont supposées développables en series 
trigonométriques. 

Gyldén commence par étudiér des transformations, permettant de 
simplifier cette équation. Je n'expliquerai pas ici le détail de ces trans- 
formations. H arrive page 137 å Téquation suivante: 

'^ + r,t/ + r,ff + r,if = Q 

ou }\y ^2, }\i ^ sont des fonctions connues de v, toutes tres petifes; mais 
il n'cnonce pas de resultats assez nets pour qu'on puisse les discuter. 

A la page 142, il envisage une équation analogue, mais oil 1\ est 
tres voisin de i . La discussion des transformations qu*il lui applique nous 
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entrainerait trop loin, j*ai håte d'arriver ä ce qu'il dit page 158 d'ime 
équation plus simple qui est son équation (39) 



du 



,'=(.-/S).'+(,^)' 



(i2 et ;f donnés). 

Il cherche å satisfaire ä cette équation en posant: 

^=n+F, + F, + ... 

et en déterminant les V par une serie d'équations qu'il appelle (47) 
page 170 et qui sont de la fonne: 

ä^ étant connu et H étant la partie constante de tj^. 

Laissant de c6té, pour simplifier, /9 et /, ainsi que ^^ et faisant 
y9g = — I pour fixer les idées, nous voyons que Téquation peut s'écrire 

(■3) ^.+'(' + '' + sr-)-'*- 

Gyldén s^imagine qu'il obtiendra une i*" approximation, en négligeant 
dans le coefficient de z les termes périodiques, de sorte que ce coeffieient 
se réduise ä une constante H et que Téquation (13) devienne: 

(13 bis) ^^^,(i+H)=ä. 

Il est important d*examiner si cela est legitime, parce que c'est 

principe méme de la méthode horistique. 

Soit: 

a = ^cos u + /''cos (i^ 4" ö>) 

oii (O = av ^ a étant petit. 

L'équation (13 bis) nous conduirait alors å une solution de la fe 

Z = X cos il 4- x' cos (w + <o) 
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et alors on aurait sensiblement (ä cause de la petitesse de a) 

7]^= ^^+ (^ I = x' 4" *" 4" 2X/ COS öl 



Substituons dans les équations (13) et (13 bis). L'équatioii (13 bis) 
donne: 

x{x^+x'^) = r 



(14) 



— x' {2a + a^) + x' [x^ + x") = f 



d'oi!i Gyldén conclut que x et x' sont limités. Mais on néglige ainsi la 
différence entré les i*" membres de (13) et (13 bis), c 'est å dire: 

2ZXX COS Öl = x'*x' COS (w + öl) + x^x' COS {u — öl) + x'^x COS u + x'^x COS {u + 201). 

Si c est tres petit^ si f et ;-' sont comparables entré eux, x ei x' 
sont du méme ordre de grandeur, xV, x', etc. sont comparables å ;• et les 
termes négligés sont de Tordre de Q, c'est a dire des termes conservés. 

Du reste on montre cela d'un fa^on plus frappante en raisonnant 
comme il suit: 

Paisons (J=o^j' = f\ les deux équations (14) ajoutées donnent 

27t=x= 2/' = /-' ; (x 4- /)' = 4;-. 

Mais si <7 = o , les deux termes de St se conf ondent en un seul et 
on a i2=2;'cosw, d'ofi par la i*" équation (14) (qui est alors exacte): 

resultat contradictoire avec le précédent. 

L'analyse de Gyldén ne ressemble donc en rien ä une approximation. 
Mais il faut se poser la question d'une fafon plus large et se demander: 
Supposons que Gyldén n'ait pas commis cette erreur et qu'il ait calculé 
exactement ces coefficients x, ces coefficients auraient-ils été limités? 

Soit plus généralement : 

z = Z^ncos/;, /i„ = 2A, + e^i. 

J0to mtAhmoMM. 29. Imprimé le 11 mara 1905. 33 
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NouB supposons leg a^ tres petits, e tres petit, A, et fi^ finis. 

Nous voyons d abord que z est une fonction paire de w, de telle 
fa^'OD que pour w = o ses dérivées d*ordre impair s'aDnulent. Nous 
désignerons par y, y", y^, etc. les valeurs de ;? et de ses dérivées successives 
d*ordre pair pour w = o; et de méme par i2o, i2i' etc. les valeurs de i2, 
et de ses dérivées pour w = o . On trouve ainsi : 

(//" + 2y" + y) + (y + ,/') y (y + 2if) = fio + fii'. 
Or: 

y = Zx„ , i2o = S;-^, y = y"=— sTx^/JL^ 

— iLxii + (LxY=Tr 

eHx/j^ + ^{xii)^x(T,x + 2eT,xfx) = — 2^r/^» 
ou si 5 est tros petit: 

(2:x)'= Sr. r(x/z)(5:;f)'= -Zr/u, 

ou enfin: 

Or si S;' = o , cette expression devient infinie ; il faut donc que Tun 
des X au moins devienne infini, (ou plutöt deux au moins, puisque £x = o). 
Ijes coefficients x ne sont donc pas limités. 

Ici encore la méthode horistique est en défaut. 

Equations de la Longitude. 

Ju8qu'ici Gyldén a envisagé surtout les équations dont il se sert 
pour la détermination du rayon vecteur. Dans le § 6, il envisagé plus 
particuliérement celles qui lui servent a déterminer la longitude. L^examen 
de la méthode horistique dans ce demier cas est d^autant plus important 
qu'on a fait des tentatives pour lappliquer, ce qu'on n'a jamais cherché 
a fake pour le rayon vecteur. 
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Un astronome tout å fait eminent, M. Backlund, trop confiant dans 
les resultats de Gyldén, s'est méme un instant laissé éntrainer å des 
conclusions inexactes qu'il a rectifiées depuis. M. Stockwell avait dé- 
terminé par les méthodes ordinaires certaines inégalités de la précession; 
M. Harzeh avait calculé par les méthodes de Gyldén une inégalité de la 
longitude d'Héeube; j*intends par les premiéres méthodes de Gyldén et 
non par la méthode horistique. M. Backlund appliqua ä ces deux cas 
les formules horistiques de Gyldén, et ces formules lui donnérent des 
coefficients 3 ou 4 fois plus petits que ceux qu'avaient obtenus ses 
devanciers. (Bulletin de TAcadémie de S:t Petersbourg, mai 1900). 

Les équations de la longitude, de méme que celles de la précession, 
peuvent étre ramenées ä la forme: 

-TTj- = £a sin {ill + v) + £ft sinpt 

oh sin {nt + v) est Tun des termes ä courte période et oti sin pt est Tun 
des termes ä longue période. Pour plus de simplicité, je n^envisagerai 
qu'un terme de chaque sorte et j'écrirai. 

(15) -jj^ = a sin {nt + v) + bsinpt, 

Je supposerai que a et n sont petits, mais 6 et ^ beaucoup plus 
petits de sorte que -^ soit beaucoup plus grand que -5, et que p^ soit 

comparable ä -;. 
Posons alors: 

(16) --j^ = asm{7it + Vo), 



dt 



et 



v = Vo + £ 



En négligeant le carré de £, on trouve: 



k 
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Dans les anciennes méthodes (Stockwell et Harzer) on néglige le 
I** terme qui est ä courte période et on écrit 

e = ^smpt. 

Voiei maintenant ce que donne la méthode horistique appliquée par 
M. Backlund. On trouve sensiblement : 

Vq= i sm nt 



dou: 



cos [nt + Vq) = cos nt -{ — | sin^nt. 



L'équation (17) devient ainsi 



dt 



^ = s ( a cos nt H — ^sm^nt) + b sin pt 



ou, si Ton conserve seulement la valeur mayenne du coefficient de e 

dh a* , » . ^ 

d'ou: 

b sin pt 



s = 



a' 



2n 



-, + p' 



Telles sont les deux analyses entré lesquelles il s'agit de décider; 
cela est facile, puisque les équations (16) et (17) peuvent s'mtégrer 
exactement et que Gyldén lui-méme a souvent intégré des équations de 
méme forme dans le cours de ses recherches. 

Gette integration montre que le terme en sinjj;^ qui est le seul 

sensible est réduit ä 

b sin pt 

'= — V- 

ce qui est conforme aux resultats obtenus par les anciennes méthodes 
(Cf Comptes Eendus tome 132, page 50). 

Backlund revenant sur la question (Comptes Eendus, tome 132, 
page 291) découvrit le point faible de lanalyse qu'il avait d'abord suivie; 
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mais il vördat généreasement prendre la fante tout entiére sur lui et dis- 
calper Gtlden; sa conduite dans cette circonstance montre que son carac- 
tére est digne de son talent. 

iGyldén, dit-il, considére dés le debut des approximations Téquation: 

d*€ I 

(i8) jn = ascos{nt + vJ — - as^ sin {nt + v^) 



I 8 



^ as' cos {nt + v^) + b sinpt 



(c'est a dire qu'il néglige e* et non e') et il arrive ponr le terme en 

smpt a Texpression 

b sin pi 



a* 



oix v^ est sans doute beancoup plus petit que — j, mais n*est cependant 

pas nul. > 

Backlund reconnu ensuite (Bulletin Astronomique, tome 19, page 
433) ^^® 1^ méme objection s'applique non seulement au cas de la préces- 
sion, mais aussi au cas d'Hécube, et il ajouta qu'il serait tres désirable 
qu'une analyse plus approfondie conduisit ä la détermination de v*. 

Ce qui résulte de Tanalyse précédente, c'est å dire de Tintégration 
exacte de Téquation (17), c'est que v' s'annule avec b. Voyons comment 
Gyldén traite notre équation (18), qui joue un röle analogue a celui de 
son équation (12) de la page 189 (voir pages 189 a 199). 

Par une serie de transformations assez compliquées, il la raméne ä 
la forme: 

g-i024g*A,y-96g'(^)'y= r 

Y representant un ensemble de termes connus; c'est son équation (16) de 

la page 198. Gyldén réduit (—■] å sa valeur moyenne, qui est une 

constante positive, quitte ä faire passer les termes négligés dans le 2* 
membre et a les confondre avec Y, Son équation prend alors la forme: 

--^ — ^y = — Q (équation 1 7 de la page 1 98) 
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ou /5 est une constante positive et oii Q est connu. C*est ce terme en fiy 
qui permet d^éviter les petits diviseurs et qui joue le role de »tenne 
horistique». 

Cest toujours le méme procédé qui eonsiste ä remplacer une des 
fonctions qui figure dans nos équations pas sa valeur moyenne, et dont 
nous avons ä plusieurs reprises reconnu Tillégitimité. Mais ici le terme 

en (-pj ne joue quun role secondaire, ear [-f-) est beaucoup plus petit 

que Äj. Cest donc le terme en h^y qui est le principal ternie horistique; 
comment s'est-il introduit dans les équations de Gyldén? Nous le voyons 
apparaitre å la page 189. 

>D'abord, dit Gyldén, nous en retranchons le terme dépendant de 
la partie constante de FJ, terme qui se réunit immédiatement avec la 
fonction Z^.* 

Voici ce que cela veut dire; reprenons notre équation (15), en posant 
comme nous Tavons fait, its^Vq-^-s, et négligeant £*, elle peut s'écrire: 

-^ + ^ = a sin (wf + v^) + «s cos {nt + ro) — - as' sin (iit + v^) 

— 2 as' cos {nt + Vq) + b sin pt. 

Nous avons vu comment cette équation peut se scinder en deux pour 
donner les équations (16) et (18); mais Gvlden ne fait pas tout ä fait 
la méme chose; il scinde Téquation de la fa^on suivante: 

(16 bis) ^ = 0(1 — ^*)sm («/+ r.), 

rf'e I 

( 1 8 bis) -TTi — as cos {nt + v^) = — -a{s^ — h) sin {7it + v^) 



as 

-7- COS (yit + i^o) + fr svOipt 



la constante li qui joue le röle de \ étant la valeur moyenne de la fonc- 
tion périodique e'. 

L*équation (18 bis) ne différe que par les notations de Téquation (12) 
de la page 189 de Gyldén. Dans cette équation (12) nous voyons la 
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constante A, figurer deux f ois ; å savoir dans le 2* et le 3* termes. Cet A, 
qui figure dans le ^"^ tenne, finit dans la suite des transformations par aller 
se perdre dans les termes connus Y; le »terme horistique» de Téquation 
(16) de Gyldén provient donc uniquement du second terme de Téquation 
(12), c'est a dire du terme en F,. Les termes en e* — h et en s', dans 
la suite de Tanalyse de Gyldén, finissent par se confondre dans les termes 
connus Y. 

Voici donc, en derniére analyse, en quoi consiste la méthode de 
Gyldén. En premiére approximation, on remplacera e' — h et e* par zéro 
dans le 2* membre de (18 bis) et on integrera (16 bis) et (18 bis). Dans 
(16 bis) on donnera ä h une valeur positive quelconque de Tordre de e*. 
En 2^® approximation, on remplacera dans le 2^ membre de (18 bis), 
£* — h et s^ par leur i*™ valeur approchée; quand a h on le remplacera 
dans (16 bis) par la valeur moyenne de la fonction périodique e* obtenue 
en i*"^ approximation et ainsi de suite. 

Cette méthode serait legitime si le terme 

(19) — Ysin(r?« + ?;o) 

dont on tient compte était plus important que le terme 

(20) — i (^' — *) s^^ (^ + ^0) 

que Ton néglige. Or le terme le plus important de e est un terme en 

sin pty soit donc 

e = k sin pt. 

Le terme (19) dont on tient compte est 

— ^sin(wf + t;o). 
4 

Le terme (20) que Ton néglige est: 

+ ^ sin {nt + 2pt + Vo) + ^ sin {nt— ipt + t^o). 

Les coéfficients sont du méme ordre, les arguments sont ä peu prés les 
mémes puisque p est beaucoup plus petit que w; Tintégration ne peut in- 
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troduire de petit diviseur ni en ce qui conceme (19), ni en ce qui conceme 
(20). H ny a aucune raison pour tenir compte de Tun des termes plutöt 

« 

que de Tautre. 

L'analyse de Gyldén ne permet donc pas de trancher la question. Il 
slagit de déterminer le coéfficient de sin^^. D apres les anciennes théories 
il serait sensiblement 

1 

V'' 

D'aprés Gyldén il serait 



v* +i>* 



oti v serait lui-méme de Tordre de -7. H faut donc faire le calcul en 

considérant b et p comme tres petits et de telle fa^on que -^ soit fini; 

c 'est ä dire développer suivant les puissances de b et conserver seolement 
panni les termes en 6" ceux qui contiennent jp'" au dénominateur, c 'est 
précisément ce que lon fait dans la méthode de Delaunay; si nous 

trouvons pour le coéfficient -^j Gyldén aura tort, si nous trouvons une 

fonction de -5 qui ne devient pas infinie avec -^, Gyldén aura raison. 

Appliquons donc la méthode de Delaunay; posons ;^ = w< + t* , de 
sorte que notre équation devient 



dt 



^ = asin;f + bsinpt. 



Nous pouvons alors écrire, en introduisant une variable auxiliaire }(' 

dy . dy , b . 

^ = a sin / , -jr = y cos »^ 

dt ^- dt ^ p ^ 

Posons (en introduisant deux nouvelles variables auxiliaires z et w) 

F = -^'^ / cosz + acos;^ + pu 

2 p 

nos équations prendront la forme eanonique: 

di^__dF, ^_^. dz_dF_ ^__^ 

W d^' dt ''dy'' di^du~^' dt ~ d» ' 
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Appliquons la méthode de Jacobi. 

Soit une fonction iS de la variable ^ et du paramétre W définie par 
Téquation : 

(d^) =2[j^(TT^) — acos;^]. 



Posons ensuite: 



^ d/ ' dW J ^2{f-^acoax) 



Nous voyons: 
I® qne 



,'« 



^ — acosx = f>{W) 



2° que 



X'^X — Wdw 

est une différentielle exacte. 

3° que x\ cos;f et sin;^ sont des fonctions doublement périodiques 
de w; nous pouvons choisir la fonction (p(W) de fa^on que la période 
reelle soit 2;r, et que ;^', cos;^ et sin;^ soient développables suivant les 
sinus et les cosinus des multiples de w. 

Il vient alors: 

et les équations conservant la forme canonique s'écrivent: 

dl^_dF. dw^_ dF d»_ 

åi " dw' di ~ dW' dt~'^' 

La fonction F est développable suivant les cosinus et les sinus des mul- 
tiples de tr et de ;?. Pour appliquer la méthode de Delaunay, il faut 
ne conserver dans F que les termes »å longue période» e'est ä dire ici 
ceux qui ne dépendent pas de w, mais seulement de z. Pour cela nous 
n'avons qu'ä réduire ;^' a sa valeur moyenne qui est une fonction de W 
que j'appelle ;^J, de sorte que 

F=jp(Tr)+i)«4 — -;ifico8i? 

r 

Aeta mathtffiatica. 29. Imprim^ le 13 m%n 190o. 34 
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d'oii: 






dW dw 



d'oil: 



h ii ' 

Tr=con8t., ^=pty w = — tf>\W) + -i ^^ sin pt. 
On voit que to contient un terme en 

-iSmpt 

qui devient teés grand si ^ est tres grand; or x. d'apr^ nos hypothéses 

est une fonction de w qui augmente de 27r quand tv augmente de 2;r. 
S'il y a dans tv un terme périodique d'amplitude tres grande, il y en aura 
également un dans x- 

Le phénoméne »horistique» ne peut donc se produire comme Tavait 
cru Gyldén. 



9. Examen d^une équation partictUiére. 

Passons maintenant a la page 208; nous y trouverons Téquation 

(21) ^. + /^^ = -C8m*T« 

Gyldén cherche une solution périodique de cette équation de la former 

y = 2^x„ sin nmi 

n étant entier positif; on prend plaisir ä se trouver en présence d'une 
probléme aussi simple et aussi nettement pose. 

Gyldén cherche ä déterminer les coéfficients x^ et il arrive a la fin 
de la page 209 å une équation quil cherche å discuter. 

»Maintenant, dit-il, en supposant les coéfficients x,, x^, ..., ou connuSy 
ou négligeables, il se comprend que la quantité Xj, qui s'obtient par la 
resolution de Téquation précédente du 3® degré, ne surpasse jamais une 

certaine limite qui s^approche d'autant plus de zéro, que la valeur de — 5- 

est plus petite. 
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On aura facilement des resultats semblables relativement aux coéfiEi- 
cients x, , x, , . . . . » 

Ponr juger ce resultat, développons les deux membres de (21) suivant 
les puissances de u, et égalons les coéfficients de 1^, il viendra: 

d'oti: 



(22) i:\x\n' + fi(L\x\ny> 



a 
a 



Si a est tres petit, le second membre de cette inégalité est tres grand, 
d'oii il suit que les x ne peuvent pas étre tous limités. 

Dira-t-on que la serie ^x est convergente, mais que la serie £xw' 
diverge, de sorte que le 1"' membre de Imégalité peut étre tres grand, 
bien que tous les x soient limités? 

Non, car tant que la solution périodique existe, y est une fonction 
analytique de w, ses dérivées d'ordre queleonque sont des fonctions pério- 
diques de u et sont comme elle développable en serie de Fouuier. La serie 

lL\x\n^ 

est donc convergente quelque grand que soit p. Soit y la plus grande 
des valeurs de n*|x|, Tinégalité (22) nous donnera: 



rIr-+''Kl»^)*>|i 



ce qui montre que r croit indéfiniment avec I- 1. 

D*ailleurs si comme le dit Gyldbn, if, , x^ , ... étaient >^ négligeables » , 
le I®' membre de (22) ne dépendrait plus que de x^ et x, et ne con- 
tiendrait plus qu un nombre fini de termes. Il serait donc impossible que 
>f, et x^ soient tous deux limités. 

Enfin montrons plus directement encore que y ne peut étre limité. 
Soit M le maximum de |^|. Intégrons Téquation (21) sous la forme: 

dy u n a . ^ 

-y y = -cos au + c, 

du 2^ a ^ 
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Égalons dans les deux membres les coéfficients de cos^rw; dans ^ il est 
plus petit que TiffM, dans y* plus petit que ttM^; nous aurons donc: 



2 



a 
a 



ce qui montre que M croit indéfiniment avec - . 



10. Bquations du rayon vecteur. 

.■^ 

J'amve au § 7 page 227. Nous y retrouvons Téquation (i), avec 
cette différence que le 2^ membre au lieu de se réduire ä un seul terme 
en comprend plusieurs de méme forme, dont je désignerai Tensemble par 
X. Nous avons donc 

v 

(23) g + (i-«)^-y9/ = X 

Gyldén écrit ici z au lieu de />; ^^ au lieu de ^, et ^au lieu de i — a; 
mais dans toute la i**'® partie de son analyse, il suppose Z constant et 
voisin de i. 

Nous aurons d'ailleurs: 

X= — HA^cosG^j Gn=2ÅnV. 

GvLDÉN, page 229 introduit deux variables nouveUes y et ^ et pose: 

y 



P = 



I +^ 



Alors Téquation (23) est remplacée par les deux équations suivantes 
(équations (3) et (4) de Gyldén) 

oii Y désigne un ensemble de térmes inutiles å écrire. 
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Quant av' c'est une constante choisie de telle fa^on que ^ soit une 
serie trigonométrique dont la partie constante est nuUe. 

L^équation (24) peut étre templacée par la suivante: (équation (3') de 
Gyldén): 

U étant un ensemble de termes inutiles a écrire. 

Voici alors comment öyi-dén condait les approximations. Il fait 
d'abord ^ = dans les seconds membres de {25) et (24 bis) et il dé- 
termine å Taide de ces deux équations y , ^ et v'; il substitue ensuite ces 
valeurs des inconnues dans les 2^ membres, ce qui lui foumit des valeurs 
plus approchéos de ces mémes inconnues et ainsi de suite. 

En i'*" approximation, il trouve: 



y = Za;, cos 6r, , v» = \p'^x^, 



2!,= 



4>ll + « — I + v' 



et il a anssi page 230 une expression de <p qne je ne transcris pas. 

Commenfons par comparer avec les resultats du chapitre i**. Dans 
ce chapitre, le 2* membre X se réduisait ä un seul terme — /^cosv; et 
Gyt^dén s^effor^ait d'obtenir Tintégrale générale dépendant d'une constante 
arbitraire appelée x. H obtenait ainsi Téquation (2) qui nous Tavons vu 
est fausse en general; mais quand il se bomait a chercher Tintégrale par- 
ticuliére qui correspond au cas de x = o, son équation se réduisait ä 

(3) lpx\ + ax, — r = o 

qui est exdcte. 

Dans le chapitre que nous citons mainténant, Gyldén ne cherche 

plus rintégrale générale, mais seulement Tintégrale particuliére dont il vient 

d'étre question. Donc, quand X se réduit a un seul terme, il devrait re- 

trouver Téquation (3) a la différence des notations prés. 

Soit donc 

X = — -4, cos öj = — y cos v 



o est a dire: 



A=ry ^K = '• 
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Les fonnoles de la page 230 donnent alors 

Observons que d*aprés Téqnation (3) si a et 7* sont tres petits et fi fini, 
X, est de Tordre de ^j- et par conséquent petit; done xl et par conséqnent 
^ sont n^ligeables devant ronité. On a done: 

/> = y = X, 006 v 
et 

ou: 

^^jcj + ox, — /' = o. 

Cest bien one équation de la forme (3); mais elle est incompatible avec 
réqoation (3) poisqae les coefficients sont différents. 

La méthode de Gyldéx est done non-seulement illegitime, mais encore 
en contradiction arec Ton des rares resultats exad» qa'il avait obtenus 
antérieurement. 

D*o& proyient cette diTergence? Poor que la méthode d'approxima- 
tion fussent l^times, il faudrait que les termes n^ligés fussent plus petits 
que les termes conservés. Or il n*en est rien, il est aisé de constater que 

dans le 2* membre de (25) le terme ^-^-r- que Ton n^lige est du méme 

ordre que le terme X que Ton conserve. Et eela est vrai, bien entendu, 
que X se réduise å un seul terme, ou en contienne plusieurs (ef. Comptes 
Bendus, tome 138, ps^ 933)- 



11. AfuUyse du troisléme chaj^itre. 

Enfin dans le chapitre III, Gyldén cherche å appliquer aux probléme 
des 3 corps les principes établis dans les deox premiers chapitres; comme 
nous avons vu que ces principes sont faux, il parait supertlu d*en discuter 
les applications. Un mot seulement sur la conclusion la plus importante. 
Les termes les moins élevés de la fonction perturbatrice peuvent donner 
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lieu au phénoméne connu sous le nom de libration; mais il ii*en est pas 
de méme des termes d'ordre élevé; pour, ceux-ci en effet, les termes ho- 
ristiques prennent une influence prépondérante et s*opposent å la libration. 

La fausseté de cette conclusion est manifeste. J'ai établi en effet 
par des demonstrations rigoureuses dans les Méthodes Nouvelles: 

1° Qu'å chaque terme de la fonction perturbatrice, quelque élevé 
qu'en soit Tordre eorrespond un systéme de solutions périodiques de la 2® 
ou de la 3® sortes; ces solutions sont développables suivant les puissanees 
des masses et les series convergent pourvu que les masses soient assez 
petites. (Chapitre III.) 

2° Que parmi ces solutions périodiques il y en a autant de stables 
que d'instables; que les solutions tres voisines d'une solution périodique 
stable, oscillent autour de cette solution périodique, ce qui donne lieu ä 
la libration; que par conséquent un terme quelconque de la fonction per- 
turbatrice engendrera une libration, å moins que les exposants carac- 
téristiques correspondants ne soient tous nuls. (Chapitre IV.) 

3° Que d'autre part on ne saurait prétendre que pour les termes 
d'ordre suffisamment élevé, ces exposants sont nuls. Il suffit pour s'en 
convaincre de former les expressions approchées des termes d'ordre élevé 
de la fonction perturbatrice par la méthode de Darboux. (Chapitre VI, 
en particulier n° 102.) 

La conclusion de Gyldén est donc fausse; oix s'est-il trompé? Je ne 
puis le dire exactement; il s'appuie sur ce qu*un certain coéfficient a est 
négatif pour les termes élevés page 292; d'ou tire-t-il cette affirmation; il 
m'a été impossible de le découvrir; il la déduit sans doute de quelque 
proposition antérieure qu'il néglige de rappeler. Quelle est cette proposi- 
tion, est-ce une de celles dont nous avons reconnu plus haut la fausseté; 
est-ce une autre qui m'a échappé et qui serait alors également fausse, 
puisqu'elle conduit a une conclusion inexacte? Je ne puis le savoir. 

En resumé de tout ce grand effort, il ne reste rien. 

Quelques-uns des resultats sont manifestement exacts, mais on aurait 
pu y arriver par une voie beaucoup plus rapide; un plus grand nombre 
sont manifestement faux; la plupart sont énoncés d'une fa^on trop obscure 
pour qu'on puisse décider s'ils sont vrais ou faux. 
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Ober eine verallgemeinerung des riemann'schen problems 
IN der theorie der linearen differentialgleichungen 

VON 

T. BRODÉN 

in LUND. 



Bekanntlich ruhrt von Riemann eine Aufgabe her, welche in foi- 
gender Weise formulirt werden känn: Es seien in der Ebene einer Va- 
riabeln X a von a; = CO verschiedene Stellen 

gegeben, und andererseits a lineare homogene Substitationen in n Vér- 

änderlichen, 

A A A 

dann sollen n monogene Punctionen von x 

bestimmt werden, welche beim tlberschreiten, in positiver Eichtung, von 
a die rc-Ebene zerschneidenden Schnitten (^jCo), (ö^co), . . . , ö^co) bez. die 
Substitationen A, , Aj , . . . , A^ erleiden, sonst aber im endlichen durch- 
gehends holomorph sind, während iiberdies die Stellen öj , . . . , e^, sowie 
auch Cgj^x = ^^ den »Charakter der Bestimmtheit» aufweisen.* 



^ Riemann, Zwei aUgemeine Sätze uber lineare Differentialgleichungen mit algebraischen 
Coefficienten (Nachlass), Ges. Werke, Leipzig 1876, p. 357 — 69. Man sehe auch Schle- 
8INQER, Handbuch der Theorie der lin, DiffereniialgL II, i, p. 109; II, 2, p. 382 B.; 
nnd Zur Theorie der lin. Differeiitidlgl, im Änschluss an dos Riemann' sche Problem^ Journ. 
fur Math., Bd. 123, p. 138 ff. — Vergl. auch Klein, Math. Ann. 46, p. 83. 

Ada mathmnatiea, 29. Imprimé le 13 mars 1905. 35 
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Diese Aufgabe ist im wesentlichen mit der folgenden gleichbedeutend : 
es soll eine lineare homogene Differentialgleichung n^"" Ordnung der TuCHS'- 
schen Klasse bestimmt werden, fiir welche einerseits die im endlichen lie- 
genden Verzweigungsstellen, andererseits die Monodromiegruppe vorge- 
schrieben sind.^ 

Hieran kniipft sich zunächst die Frage nach der Existenz von Func- 
tionen (bez. Differentialgleichungen) der verlangten Art. Diese Existenz- 
frage ist bisher nur unter einer sehr wesentlichen Specialisirung in strenger 
Weise entschieden worden, indem Herr L. Schlesinger zeigte, dass dieselbe 
zn bejahen ist, wenn die von ihm sogenannten »Convergenzbedingungen» 
erfiillt sind.' 

Im folgenden wird nicht diese EiEMANN^sche Frage in nnveränderten 
Form behandelt, sondern eine etwas allgemeinere, in welcher weniger ver- 
långt wird: der '»Gharakter der BestimmtheiU an den Stellen e^ wird nicht 
långer gefordert, 

Die zngehörige zu bestimmende lineare Dijfferentialgleichnng hat dann 
eindeutige, im allgemeinen aber nicht rationale Coefficienten. 

Die Frage nach der Lösbarkeit der hiermit angegebenen Aufgabe 
wird im folgenden auf den Fall n = 2 zuruckgefuhrt. Öder eigentlich noch 
mehr: es wird gezeigt, dass die Existenzfrage in ihrer voUen Allgemein- 
heit zu bejahen ist, falls fur n = 2 gewisse im wesentlichen nur dnrch 
Ungleichheiten charakterisirte Voraussetzungen iiberhaupt mit der Existenz 
von 2 Functionen der verlangten Art verträglich sind. Und der Beweis 
hierf iir wird so gef iihrt, dass fiir die n Functionen y, , y, , . . . , y« gewisse 
analjidsche Ausdriicke hervorgehen, welche die postulirten, auf den Fall 
n = 2 sich beziehenden Functionen enthalten. Diese Ausdriicke sind 
Quotienten, deren Zähler als Modificationen der PoLKCARÉ'schen c-Beihen 
bezeichnet werden können/ 

Hierbei sei noch däran erinnert, dass wenn man in der genannten 
Weise — öder in irgend einer Weise — n Functionen y^ . . . y« bestimmt 



* Vgl. HiLBERT, MathemaHsche Prohleme (Pariser Vortrag), Sep.-Abzug aus den 
Gött. Nachr., p. 37, Archiv d. Math. u. Phys. (3), I. 

* S. die citirten Stellen. 

* Eine vorläufige Mittheilung iiber diese Untersuchung erschien in öfversigt af 
K. Vet.-Akad. FörhandL, Stockholm 1902, p. 5 — 11. Das Problem wurde hier, 
der Einfachheit wegen, in unwesentlich verschiedener Form genommen. 
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hat, welche die geforderten Verzweigungsverhältnisse haben (die gegebenen 
Verzweigungsstellen e^ . . .e^ mit den zugehörigen gegebenen linearen Sub- 
stitutionen), dadorch auch alle Systeme z^ . . .z^^ mit denselben Verzweigungs- 
verhältnissen — alle »cogredienten» Systeme — bestimmt sind, indem alle 
solchen Systeme in der Torm 

^i = rioVi + ri,yl + r,^y[' + . . . + r,.^_,yj-'^ (t-i....,.) 

enthalten sind, wo die r^ eindeutige Functionen von x bedeuten.^ Talls 
Systeme Zy . . ,z^ existiren, welche den EiEMANN^schen Torderungen genugen, 
sind sie also auch in dieser Form enthalten. 

Wir miissen mit gewissen Hilfsbetrachtungen beginnen.' 

Piir <T hyperbolische lineare Substitutionen 

z' " hi ^z — hi 

z' — hi "" ^* z — ki' (i=i.5,....^> 

kurz 

seien die 2 a Fixpunkte Ä, , k^ vorgeschrieben und durchaus von einander 
getrennt; dagegen die Multiplicatoren p\ vorläufig unbestimmt; nur setzen 
wir fest, dass sie alle > i angenommen werden sollen (so dass also die 
unendlich oft wiederholte Anwendung der Substitution B, bez. der inversen 
B^^ auf die Stelle k^ bez. h^ als Grrenzstelle fiihrt). Die zu B^ gehörenden 
Niveaulinien sind (unabhängig von p^ die Orthogonaltrajectorien (Kreise) 
des dnrch h^ und k^ bestimmten Kreisbiischels. Man denke sich fur jede 
Substitution B^ einen zugehörigen Niveaukreis H^ gezeichnet, welcher die 
Stelle hi einschliesst (und also k^ ausschliesst). Diese a Kreise seien femer 
so klein gewählt, dass sie einander voUständig ausschliessen (und auch nicht 
äusserlich beruhren), was möglich ist, da die a Punkte Ä< nach unserer 



* S. etwa SoHLESiNOER, Handhuch etc, II, I, p. II2 — 13. 

mm 

' Ahnliche Betrachtungen habe ich bei Burnside gefunden, in einer Abbandlung 
wo er die Convergenz der PoiNCARÉ'8chen Tbetareiben zum Falle m = I [Beihen ( — 2)**^ 
Dimension] auszudehnen sucht, Proceedings of the London Math. Soc, Vol. 23, 
p. 55 ff. Mit Eecht, scbeint es, wird diese Stelle der (nicbt iiberall ganz correcten) 
BuRNSiDE'schen Arbeit in der neulich erschienenen Lieferong (II, i) des Fricke-Elein'- 
schen Werkes uber automorphe Functionen als interessant bezeicbnet (p. 166); ygl. unten. 
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Annahme vollständig getrennt liegen. Bei Ausubung der Substitution Bi 
geht Hi in einen anderen Niveaukreis K^ iiber, welcher mit Pi veränder- 
lich ist, aber fur hinreichend grosse j^^-Werthe [wir denken uns p^ > o] 
die Stelle ki einschliesst und beliebig kleinen Badius erhält. Es ist daher 
möglich, eine positive (rrösse P so zu bestimmen, dass sobald alle Pi> P 
sind, die Kreise K^ einander ausschliessen, sowie auch die H^ ausschliessen. 
Man ertheile jetzt den p^ bestimmte Werthe, welche dieser Bedingung ge- 
niigen. Dann liegen also 2(t einander ausschliessende Kreise vor, welche 
durch die Substitutionen Bi paarweise auf einander bezogen sind. Die 
Substitutionsgruppe F, welche durch B^, , .B„ als Fundamentalsubstitutionen 
bestimmt wird, ist mit Sicherheit in der j2?-Ebene eigmtlich discontinuirlich , 
und es känn fur dieselbe der von sämmtlichen Kreisen Hi und Ki aus- 
geschlossene Theil B^ der Ebene als Discontinuitätsbereich (Fundamental- 
bereich) gelten.^ Ein beliebiger Punkt von B^ geht bei der Substitution 
Bi bez. B^^ in einen inneren Punkt von Ki bez. Hi iiber (aber natlirlich 
nicht immer umgekehrt). Es können ferner unter den Substitutionen Bi 
keine Fundamentalrelationen bestehen.^ Es lässt sich daher, von »iden- 
tischen Umf ormungen» ^ abgesehen, jede Substitution V^ der Gruppe nur 
in einer Weise in der Form 

(O F.^/i::/t;...^^/,f 

darstellen, wo ij . . . i« ganze positive Zahlen < (t sind, X^ , . , Å^ ganze Zahlen 
^ o. Öder m. a. W. : jeder Grruppensubstitution (welche von der Identität 
verschieden ist) entspricht ein symbolisches Produkt (i) mit unzweideutig 
bestimmten Werthen von n , ii . . . i^ , Aj . . . A^ , wenn man f eststellt, dass 
niemals i^+i = i^ sein darf. Und umgekehrt stellt jedes Produkt der Form 
(i), welches dieser Bedingung geniigt, eine von der Identität verschiedene 
Gruppensubstitution dar. Bekanntlich wird unter solchen Umständen die 



* Man sehe etwa FrickeKleix, Autom. Funct. I, p. 190 — 92; öder Sculesinger, 
Handbuch etc. II, 2, p. 240. 

* S. z. B. Fricke-Klein, 1. c. I, p, 174. 

* Dieser Ausdruck wird in Klein-Fricke Modul funct ionen benutzt und erklfirt, 

(I, P. 452). 
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unzweideutig bestimmte Summe 2^|Ajt| als Index der fraglichen Substitu- 

tion V^ bezeichnet, 2^|^| = Ind. F^. * 

Es gilt nun auch folgender Satz, den wir fiir unseren jetztigen Zweck 
als Hiilfssatz benutzen werden: 

Hulfssatz. tj^ber die 2a gegébenen^ von einander getrennten Fixpunkte 
hi , ki sei angenommen, dass keiner mit dem Nullpunkte {z = o) zusammen- 
fäUt [öder unendlich entfernt ist, was schon oben vorausgesetzt wurde]. 
Wenn dann q eine beliebig grosse positive Zahl bedeufetj so lässt sich eine 
andere positive Grosse P so bestimmen, dass sobald jedes p^ > P ist, die vier 
Coéfjficienten einei^ Jeden von der Identität verschiedenen Substitutionen 

der Gruppe f dem absoluten Betrage nacli je grösser sind als 

wenn die Substitution in unimodularer Form geschrieben ist {a^d^ — ^y^y = 0-^ 

Der Beweis dieses Satzes lässt sich. folgendermassen fubreii. Jede 
beliebige A*® Potenz (A ^ o) einer Fundamentalsubstitution B^ lässt sich in 
unimodularer Form folgendermassen schreiben: 



(2) 



Bi = 



hi — k i 



hih{pi—Pi ^) 
hi — ki 



X —X 

Vi — P i 
hi - ki 



/»i Pi — kiPi 

hi-kl 



Dies gesetzt, betrachte man irgend eine bestimmte Substitution V^ und 

bezeichne fiir den Augenblick mit f^, g^,\,m^\ f^, g^,l^, m^ \fzy9zJz^^z 

etc. die Coefficienten der nach der Productdarstellung (i) in F^ eingehenden 

Substitutionen 

B\l , B^Bi^ , Bl'B\:B',i etc., 



* Vgl. ScHLESiNGER, Handbuch eic, II, 2, p. 270, 350. 

* Der Satz kommt nicht in dieser Form bei Burnside vor. Auch fehlt bei ihm 
die Bedingang, dass die hi und ki von Nall verschieden sein sollen. 
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wobei fur diese n Substitutionen (von denen die letzte mit F„ zusammen- 
fällt) unimodulare Form vorausgesetzt wird. Von einer erlanbten Zeichen- 
änderong abgesehen, gelten dann, fur yo=i,2,...,n — i, die Relationen 

wo fur den Augenblick 0^+" , ^+'^ , r^+" , <J<^+'' die Coefficienten der in 
der Form (2) geschriebenen Substitution ^''^l bedeuten. Demgemäss wird 



(3) 



'-"= ''•cz:^{*^-(5 -K»)-'^:r(^,-h»)}- 



'p+i 



m^+, 






(und auf fp+i'fp,ffp^i:gp beziehen sich zwei ähnliche, aber nicht ganz so 
einfache Relationen, welche wir nicht benutzen werden). 

Die Stellen fpilp liegen nothwendig innerhalb eines Kreises H^ öder 
Ki. Sie sind nämlich Bildpunkte der in jB^ liegende Stelle js? = cx) bei 
einer gewissen nicht identischen Substitution der Gruppe T. Zufolge der 
Annahme, dass kein Fixpunkt h^ öder k^ mit dem Nullpunkt zusammen- 
fällt, lässt sich dasselbe hinsichtlich der Stellen g^ : m^ erreichen. Dieselben 
sind nämlich Bildpunkte der Stelle z = o. Da nun diese Stelle mit keinem 
Fixpunkt h^ zusammenfällt, so känn man die Kreise Hi so klein wählen^ 
dass keiner derselben die Nullstelle einschliesst. Wenn nachher die p^ hin- 
reichend gross gewählt werden, wird dasselbe auch fiir die Kreise Ki er- 
reicht, da diese die Stellen ki einschliessenden Kreise fiir hinreichend grosse 
Pi beliebig klein werden (s. oben), und andererseits auch keine Stelle ki in 
21 = o liegt. Dies vorausgesetzt, liegt also z = o innerhalb R^ , und f olglich 
jeder Bildpunkt von z = o innerhalb irgend eines Kreises Bi öder Ä'^-, 
imd zwar innerhalb desselben Kreises, wie der entsprechende Bildpunkt 
von xr = CO, da bei jeder Substitution das ganze Grebiet B^ in ein anderes 
iibergeht, welches im Inneren eines Kreises Hi öder Ki liegt. Wenn man 
femer beachtet, dass jede Substitution BJ bez. Bf^ (A > o) das ganze von 
den beiden Kreisen Bi und Ki ausgeschlossene Gebiet in ein gewisses 
Gebiet innerhalb Ki bez. fli verwandelt, und andererseits dass im Producte 
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(O *p+i ^^^ '/. immer verschieden sind, so sieht man ein, dass eine Sub- 
stitation 

^;^;r; • • • ^^t 

den Bereich R^ in einen Theil von K^ bez. B^ iiberfiihrt, je nachdem 

Åp> o öder < o ist (f iir a^ = ip_i und mit verschiedenen Vorzeichen von 
kp und A^_, wiirde dies dagegen nicht nothwendig gelten). Da dies fur 
das ganze Grebiet R^ und seine Abbildungen gilt, so gilt es speciel fur 
die jB^ -Stellen ;? = cx) und z = o und ihre Bildpunkte: die Stellen f^:!, 
und gpinip liegen beide in K^ öder beide in Hi . Da nun diese Kreise 

von denjenigen IK^ und H^ 1 verschieden sind, deren Centra in ki 

und h^ fallen, und da die 2(t Kreise sich vollständig ausschliessen, so 

lässt sich fur die absoluten Beträge der in (3) vorkommenden 4 Differenzen 

f 

-r — hl ., etc. eine von Null verschiedene untere Grenze anffeben, sowie 

Ip V+i ö > 

off enbär auch eine endliche obere Grenze. Hieraus in Verbindung mit der 
ersten der Gleichungen (3) folgt ersichtlich, dass unabhängig vom Vor- 
zeichen fur ^^^.1 sowie iiberhaupt von der Wahl der Substitution F^ und 
vom Werthe der Zahl p 



(4) 



^iO+l 



plWii.c\[i — p-^»^/>+»».z)J 



ist, wo P eine (positive) untere Grenze fiir die p, bedeutet, (J und D po- 
sitive Minimum- bez. Maximum-Grössen, welche sich bei unbegrenzter Ver- 
grösserung von P gewissen festen endlichen, von Null verschiedenen Grenz- 
werthen nähem, welche nur von der Lage der Fixpunkte h^ , A^ abhängen. 
Fur hinreichend grosses P kommt also der Klammerausdruck in (4) — 
welcher ja unter Umständen < o sein könnte — beliebig nahe dem Werthe 
I. Es lässt sich somit jedenfalls eine Grösse ^ < i aber > o so bestim- 
men, dass sobald P hinreichend gross ist 



I 



L 



>^.P''''+^' 



und folglich (da ^ < i , | X^^i \ > i ist) 



(5) 



i 



£+1 



> (gPf 



/>+» 
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wird. Hiermit verbinde man noch die aus (2) unmittelbar hervoi^ehende 
Ungleichheit 

welche wiederum auf 



(6) vAxifPr^ 



I 



fiihrt — nachdem man, wenn nöthig, den vorher gewählten ^-Wertb. hin- 
reichend vermindert hat. Aus 5 und 6 folgt 



fl 



(7) \ln\>W' ■ 

Fiir |m.| erhält man in derselben Weise ganz dieselbe Ungleichheit; nur 
muss man möglicherweise fiir g einen kleineren Werth nehmen, da m^ 
nach (2) nicht ganz dieselbe Form hat, wie /j, und also die Ungleichheit 
(6) nicht nothwendig mit dem friiheren ff auch fiir \m^\ gilt. Jedenfalls 
känn man aber ff so klein (aber > o) wählen, dass nicht nur | /^ | sondern 
auch |w^| grösser als das rechte Glied in (7) wird. Wir denken uns ein 
solches g gewählt. Hinsichtlich /*„ und g^ erinnem wir uns, dass die 
Quotienten f^ : l^ und g„ : m^ zwischen (endlichen tmd) von Null rerschiede- 
nen Grenzen bleiben. Hieraus folgt, dass wenigstens fur einen hinreichend 
kleinen g^< g aber > o weder | f^ \ noch | g^ \ kleiner als öder gleich 

Ll»pl 

sein känn. Und dies heisst mit anderen Worten : es lässt sich eine Ghrösse 
g > o so bestimmen, dass nicht nur | /„ | und | w^ | , sondern auch | /], | und 
\9n\ grösser als das zweite Glied in (7) werden — immer unter der Vor- 
aussetzung, dass P hinreichend gross ist (und somit die p^ hinreichend 
gross). Jetzt sei q eine beliebige, gegebene positive Qrösse. Nach dem 
vorigen ist es möglich, einen P- Werth so zu bestimmen, dass die Ungleich- 
heit (7) und die drei analogen fiir diesen P- Werth und alle grösseren gelten, 
wenn g einen gewissen festen Werth hat -(und — wie immer vorausgesetzt 
wurde — in jedem Falle die p^^ welche die Coefficienten l^ etc. näher be- 
stimmen, sämmtlich grösser als P sind). Wenn nöthig, vergrössem wir 
jetzt P so, dass gP > q wird. Dann gelten die vier genannten Ungleich- 
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heiten a fortioriy wenn man q statt gP einfiihrt. Da nun femer, der 
obigen Herleitung gemäss, jene Ungleichheiten nicht an einer bestimmten 
Sabstitution geknupft sind, sondem unter den angegebenen Yoraussetzongen 
hinsichtlich g und P fiir jede Substitution der Ghnippe F gelten, so folgt: 
bei gegebenem, beliebigem q lässt sich ein P so bestimmen, dass sobald 
alle Pi> P sind, die absoluten Beträge der CoefRcienten a^,b^,c^, d^ einer 
beliebigen in unimodularer Torm geschriebenen Substitution V^ der Gruppe 
r je grösser als 



sind, w. z. b. w. 



^Ind V^ 



Erweitenmg des Satzes. Die Annahme, dass die (t Substitutionen 
hyperbolisch sein soUten (die p» reell und positiv), haben wir bisher nur der 
Einfachheit wegen festgehalten. Der Satz gilt (mit \pi\ statt Pi) eben so 
gut, wenn sie (alle öder theilweise) loxodromisch sind. Der Beweis ist 
grösstentheils wörtlich in derselben Weise zu fiihren, doch können natiir- 
lich die Kreise Hi und K^ jetzt nicht Niveaulinien sein.* 

IHe entaprechenden homogenen Chruppen. 

Da der Fundamentalbereich R^ keine elliptischen öder parabolisehen 
Ecken aufweist, und da jedenfalls fur hinreichend grosse Pi auch keine 
»secundäre Eelationen» ' zwischen den Erzeugenden der Gruppe /'bestehen 
können [sobald, wie wir immer annehmen, die 2 a Kreise H^ , K^ einander 
vollständig ausschliessen, können ja, wie schon bemerkt, iiberhaupt keine 
Belationen zwischen den B^ vorhanden sein] so ist die Gruppe F in fol- 
gender Weise »isomorph spaltbar»: ' wenn man von den Substitutionen B^, 



^ Bei Voranssetzang von parabolisehen Substitutionen (äusserlicher Beruhmng zweier 
Kreise Hi und Ki) behauptet — beiläufig gesagt — Burnside (1. c. p. 57)i dass der 
von ihm bewiesene Satz sich auch in diesem Falle d]irch eine sehr einfache Modification 
der Beweisfiihrung darlegen lässt, ohne dass die Art dieser Modification näher»angegeben 
wird. Auch bei Fricke-Klein {Äutom, F. II, l, p. 166) wird diese Behauptung Burn- 
SiDE^s hervorgehoben. Ist aber dieselbe wirklich richtig? 

" Fricke-Klein, 1. c. I, p. 175. 

• Ibid. p. 200. 

Jeta mathmnattoa, 29. Imprimé le 13 mars 1905. 3G 
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wo L^ , Mi , Ni , Pi die unimodulare Form 

_ Pij^^r^ p hiPi — kipT^ 

haben [welche aus (2) fiir A = t hervorgeht], zu den homogenen Snbstita- 
tionen Q, 

(8) ^\^ 

It;', iV;<+ Piv] 

iibergeht, so bestimmen die a unimodularen Sabstitutionen Q als Punda- 
Tnentalsubstitutionen eine homogene temäre Gruppe A, welche mit F ho- 
loediisch isomorph ist [und eine ähnliche Gruppe geht hervor, wenn man 
in (8) fiir gewisse bez. fur alle i die vier Coefficienten mit — i multipli- 
cirt; wir bestimmen uns aber jetzt eben fiir die Form (8)]. 

Da die Fundamentalsubstitutionen der Gruppe A sämmtlich unimodu- 
lar sind, so ist auch jede zu A gehörende Substitution unimodular. Die 
Eelationen (2) und (3) gelten somit — mutatis mutandis — noch fiir die 
Gruppe A, da sie unimodulare Form der entsprechenden T^-Substitutionen 
voraussetzen. In der That sind aber jene Gleichungen so gebildet, dass 
sie ganz unmittelbar (ohne Zeichenänderung) die Coefficienten bez. C!oeffi- 
cientenrelationen auch fiir die A-Substitutionen Uy angeben (was doch jetzt 
unwesentlich ist). 

OfEenbar lässt sich der obige »Hiilfssatz» auch auf die Gruppe A 
iibertragen: 

Äbgeänderte Form des HnUssatzes: Der Satz lässt sich so modificieren, 
dass man statt die nicht-homogene Gruppe /' zu betrachten und dabei uni- 
modulare Form vorauszusetzen, die unimodulare homogene Gruppe A einfuhrt; 
der Wortlaut des Satzes hleibt ubrigens ganz derselbe. 



Modiflcation dev Poincaré* schen ^-Reihen. 

Die PoiNCAKÉ*schen f-Reihen sind bekanntlich in folgender Weise ge- 
biidet. 



284 T. Brodén. 

vorausgesetzt wird.^ In dem Talle, wo die Gruppe B lauter elliptische 
Sabstitutionen enthält, lässt es sich zeigen, dass jene Convergenz fiir 17- 
Werthe innerhalb des Einheitskreises wirklich stattfindet, nur mit Ans- 
nahme fur gewisse nirgends gehänfte Stellen.' Wenn dagegen parabolische 
Substitntionen vorhanden sind, so känn die Convergenz nur nnter der Vor- 
aussetzung bestehen, dass diejenigen Fondamentalsubstitutionen von 0, welche 
parabolischen Substitntionen in fl entsprechen, Fundamentalgleichungen be- 
sitzen, deren sämmtliche Wurzeln dem absoluten Betrage nach gleieh i 
sind. Diese wesentliche Beschränkung hat zur Tolge, dass die f-Eeihen 
nur in sehr beschränkter Weise angewandt werden können, wenn es sich 
um die Ei£MANN'sche Existenzfrage handelt: nur unter der schon oben 
angedeuteten, sehr wesentlichen Specialisirung lässt sich, wie Herr Schle- 
SINGER gezeigt hat, die Existenzfrage mittels der f-Reihen entscheiden. 
Anders scheint es sich aber zu verhalten, wenn man die Form der Keihen 
in geeigneter Weise modificiert. 

Zunächst werden wir uns jetzt, ohne direkte Riicksicht auf die Rie- 
MANN'sche Existenzfrage, mit einer möglichen Modification der f-Reihen 
beschäftigen. 

Wir setzen vorläufig nur voraus, dass bei gegebenen, im endlichen 
liegenden Stellen 6^,6,, . . . , ö^ und gegebenen Eixpunkten h^ , k^ fiir die 
(T Fundamentalsubstitutionen Bi einer nicht-homogenen Gruppe F der oben 
beschriebenen Art, wenigstens fiir alle |p^|, welche je > ein gewisses P 
sind, Functionen t[x) und v{x) angebbar seien, welche, wenn x die Schnitte 
(Cj 00) . . . (e^ cx)) im positiven Sinne iiberschreitet bez. die homogenen Sub- 
stitntionen Cj , . . (7^, welche den B^ entsprechen (s. oben), erfahren, sonst 
aber in der ganzen a?-Ebene holomorph sind. 

Dies vorausgesetzt, betrachten wir jetzt eine »normale FucHS-sche 
DiflFerentialgleichung» zweiter Ordnung 

(10) ^ = g{x)y, 



^ PoiNCARé, Acta Math. 5, p. 232. Scm^ESiKOEB, Bätidbuch, II, 2, p. 347. 

* Eine Panktmenge, welche im Inneren des Kreises 1 3; | = i keine Häafangsstellen 
hat, bezeichnen wir kurz als innerhalb des Kreises »nirgends gehänft» — was natftrlich 
etwas anderes als »nirgends dicht» ist, sowie auch etwas anderes als »isolirt». 
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för welche die eDdlichen wesentlichen singulären Stellen eben die gege- 
benen e^ . . .e^ sind, und die zugehörigen Pnndamentalsubstitutionen 

A A A 

1 ' a ) • • • > -**ff> 

der projectiven Monodromiegruppe fl sämmtlich parabolisch sind, sowie anch 

die Umlaafssnbstitution 

A = A-^ A-^ A"^ 

Es ist somit x eine eindeutige Fnnction eines Integralquotienten tj innerhalb 
des Einheitskreises | ^ | = i • Und zwischen den (t Substitutionen A^. , . Ä 
bestehen (da keine elliptischen Substitutionen vorkommen) keine »Funda- 
mentabelationen». Dass eine solcbe Differentialgleichung wirklich existieren 
muss, lässt sich bekanntlich mittels der von Poincaré und Klein her- 
riihrenden »méthode de continuité» nachweisen.^ 

Da anch zwischen den B^ keine Kelationen bestehen, so werden be- 
kanntlich die beiden Grruppen F und å holoedrisch isomorph, und zwar so, 
dass B^y B^y . . . ^ B^ bez. mit -4, , J, , . . . , -^^ correspondiren. Da nun, 
wie wir sahen, andererseits zwischen F und A holoedrische Isomorphie 
besteht, so sind also auch fl und A holoedrisch isomorph (so dass Ai mit 
C^ correspondirt). Als Folge hiervon im Verein mit der Eindeutigkeit von 
X als Function von tj erkennt man sofort: wenn die postulirten Punctionen 
t[x) und v{x)y wie wir es jetzt thun wollen, als méhrdeutige Functionen 
einer SteUe der unzerschnittenen x-Ebene aufgefasst werden,' so sind sie 
(ds Functionen von -q eindeutig: 



t = jr(^), v = ip{7j\ 



mit der Eigenschaft 



wo S^ eine beliebige Substitution der in einfacher Beihe geordneten Ghruppe 



^ Es wtirde ubrigens fur unseren jetztigen Zweck hinreicheiiy dass es Differential- 
gleichnngen zweiter Ordnung giebt, welche der genannten tsubordinirt» sind. VgU 
ScHLESiNOER, Handhuch etc. II, 2, p. 383 — 84. 

' Es handelt sich hier natnrlich um die mehrdeutigen Fnnctionen, welche durch 
irgend ein Element der ursprunglichen Function t(x) bez. v{x) bestimmt werden. 
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Ä bedeutet, a^ y K j c^j d^ die Coefficienteu der entsprechenden A-Sabstitu- 
tion U^ (wie oben), 

Die Ab wesenheit von Eelationen z wischen A^. . , A^ hat naturlieh auch 
zur Folge, dass ä ond (r, i)-deutig holomorph sind. Wir können also 
bei der Bildung der f-Beihen (9) formål gesehen eben die gegeuwärtige 
Gruppe Ä benutzen. Aber freilicb ist hierbei im allgemeinen nicht an 
Convergenz zu denken, da sogar alle Fundamentalsubstitutionen von å pa- 
rabolisch sind. Wir werden es aber jetzt versuchen, die Eeihen so zu 
modificieren, dass Convergenz erreicht wird, und zwar mit Hiilfe der postu- 
lirten Functionen t{x) = ^{rj), v{x) = <p{7j). Man setze in der That, ^ 
durch ;f ersetzend, 

Wir werden zeigen, dass diese Eeihen, von einer nirgends gehäuften Menge 
von ^-Werthen abgesehen, iiberall innerhalb des Einheitskreises |iy| = 1 
unbedingt convergiren, sobald die oben mit Pi bezeichneten Grössen hin- 
reichend gross sind (wogegen m nur >^ 2 sein soU). 
Man weiss, dass die PoiNCARÉ*schen Thetareihen 



diese Convergenz auf weisen, Avenn m > 2 . Jedem Gliede von ( 1 2) ent- 
spricht aber ein Glied in (11) mit n Partialgliedern. Es hat nämlich (i i), 
ansfiihrlicher geschrieben, die Form 



l^'" ?(«-'?) 



y«0 I Xol 



wo A^^ Coefficienten der Substitution T~^ bedeuten (und also zur Deter- 
minante der directen Substitution T^ als Subdeterminanten gehören, falls 
die Gruppe 6 unimodular ist, vvas wir doch jetzt keineswegs voraussetzen). 
Hieraus folgt, dass mit Sicherheit unbedingte Convergenz der Beihen ( 1 1 ) 
stattfindet, falls die Quotienten 



Amv 



(13) 
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dem absoluten Betn^ nach unterhalb einer endlichén Orenze bleiben. 
Dies können wir aber jetzt bewirken. Wenn die Coefficienten zweiet li- 
nearer homogener Snbstitutionen in n Veränderlichen dem abflolnten Be^ 
trage nach kleiner als Ä (> o) bez. B (> o) sind, so sind die Coefficienten 
der ans diesen beiden Snbstitutionen (in der einen öder anderen Ordnnng) 
znsammengesetzten Snbstitntion absolut genommen < n . AB. Hieraus folgt: 
wenn M eine solche positive Qrösse bedeutet, dass die Coefficienten der 
Fundamentalsubstitutionen k^ (i = i , . . . , öt) der Grruppe B und ebenso der 
inversen Ä^^ dem absoluten Betrage nach durchgehends < M sind, so 
mössen die Coefficienten einer Ö-Substitution, welche sich ans /i successiven 
A{ und Ar^ zusammensetzen lässt, absolut genommen kleiner als 

sein, und folglich auch <(nilfy*. Dies gesetzt, betrachte man eine be- 
stimmte #-Substitution S^rf und die entsprechende A-Subst. U^rj. Beide 
haben einen bestimmten »Index», welcher auch fiir beide denselben Werth 

hat, y9«=S|A^.| (s. oben). Die entsprechende (eindeutig bestimmte) Ö-Sub- 
stitution T^y sowie auch die inverse Tf* läjsst sich natiirlich immer aus fi 
successiven A,- und Af"^ zusammensetzen (obgleich möglicherweise auch aus 
einer geringeren Anzahl, da die Isomorphie zwischen und fi bez. A 
nicht holoedrisch vorausgesetzt Mrurde). Es ist somit {Ai^^l < |nj5f |^. Wir 
wählen jetzt eine positive Gh-össe q > nM und nehmen die Gbössen | p^ \ 
sämmtlich so gross, dass (nicht nur die fiir dieselben immer vorausgesetzten 
Bedingungen erfiillt sind, sondern auch) \a^\ und |fi„|>g^ werden, was 
nach dem Hulfssatze möglich ist. Andererseits : wenn rj so gewählt wird, 
dass <p{7i) nicht verschwindet, so känn man den Quotienten (13) in der 
Form 



(H) 









schreiben. Zufolge des soeben iiber die -4Ji^ und a^ gesagten, liegt also der 
absolute Betrag des Quotienten (13) unabhängig von p unterhalb einer end- 
lichén Grenze, falls fiir die Grösse 



(15) 



9(V) [ ^v 

S-H?) <^v 



^iv) + !- 
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eine von Null verschiedene untere Grenze angebbar ist (es wurde hier 
^: ^ =z z gesetzt). Dies ist aber zufolge unserer Annahmen wirklich der 
Fall, nur mit Ausnahme fur eine im Inneren des Eareises 1^1=1 nirgends 
gehäufte Menge von i;-Wertiien, wie man folgendermassen einsehen känn. 
Als Quotient zweier eindeutiger Functionen ist z eine eindeutige 
Function von r] (fiir \yj\< i). Bei Ausiibung einer Substitution der ömppe 
# auf Tj ändert sich z nach der entsprechenden Snbstitution der mit # 
holoedrisch isomorphen Gruppe F (durch deren Spaltung die homogene 
Gruppe A entstand). Der Functionszusammenhang zwischen 17 und z känn 
auch einfach so ausgedruckt werden, dass sie beide Functionen von x mit 
denselben Verzweigungsstellen, nämlich öj,e, ,...,e^ und 0^+1 = 00, sind.^ 
Einer beliebigen Stelle rj^ im Inneren des Kreises 1^1=1 entspricht eine 
bestimmte oj-Stelle a;^, welche von den Stellen öj , . . . , e^ , e^+i = cx) ver- 
schieden ist. Und in der Umgebung von rj^ ist x holomorphe Function 
von 1^. Andererseits wurde angenommen, dass t und v in der Nähe von 
X =^ x^ holomorph sind; folglich werden t und v, d. h. ^{tj) und ^(17) 
in der Nähe von 7 = 3^0 bolomorphe Functionen von rj. Der Quotient 
g =z ^:(J} ist also iiberall innerhalb des Kreises | ^y | = i meromorphe Func- 
tion von rj . Dem Werthe z = o entspricht, da derselbe (wie oben an- 
genommen wurde) innerhalb R^ liegt und also nicht zu den »Grenzpunkten» 
der Gruppe F gehört, eine gewisse Menge M von ly-Werthen innerhalb 
des Kreises \y]\= i • Diese Menge känn, auch wenn sie unendlich ist, im 
Inneren des Kreises keine Häufungsstellen haben, weil eine solche die 
Meromorphie aufheben soUte. Die mit z = o im Sinne der Gruppe F 
congruenten jer, d. h. die Stellen — {b^ : a^) correspondiren je mit einer Menge 
M^, welche im Sinne der Gruppe # mit M congruent ist, und ganz wie 
M keine Häufungsstelle mit | ly | < i haben känn. Es känn auch die G^- 
sammtheit M aller dieser Mengen M y M^, M^ , . . . nur auf der Kreisperi- 
pherie Häufungsstellen haben. Denn eine Häufungsstelle fiir M muss offen- 
bar auch den Grenzstellen der Gruppe /' angehören. Es ist, m. a. W., 
M eine im Inneren des Einheitskreises nirgends gehäufte gy-Menge (fur 
welche aber »die derivirte Menge» M' aus sämmtlichen Punkten der Kreis- 
peripherie besteht). Ganz ähnliches gilt auch fiir die Gesammtheit N aller 



^ Hieraas folgt natiirlich nicht, dass auch tj eindeutige Function von z wird, da 
X nicht als eindeutige Function von z nachge^idesen ist. 
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ly-Stellen, fur welche ^:jp = o [z =z ^ : tp unendlich gross] ist, öder welche 
mit solchen Stellen congruent sind. Dasselbe gilt [da y und ^, fiir sich 
betrachtet, holoraorph sind, sobald ji^l < i] auch fur die Menge M, bez. 
N, derjenigen ly-Stellen, welche fiir if bez. (p Nullstellen öder mit NuU- 
stellen congruente Stellen sind [da fiir | ^ | <^ * ^ und (f) endlich sind, 
hat man M, ^ M + eine eventuelle nirgends gehäufte ly-Menge mit 
jp = ^ = a^^ + i^jp = o, aber z nicht =o; und analog fiir N,]. Und 
M, , N^ bilden dann natiirlich auch zusammengenommen eine im Inneren 
des Einheitskreises nirgends gehäufte Menge. 

Jetzt wählen wir im Kreisinneren eine Stelle ly, welche nicht zur 
Menge Mj gehört und andererseits fiir (l>{rj) nicht gerade eine NuUstelle 
ist. Dann ist der entsprechende ^-Werth von jeder Stelle — {b^ : a^ [dar- 
unter z = — (6^:a^) = o einbegriffen] verschieden, und gehört auch nicht 
zu den örenzstellen der Grruppe l\ Es lässt sich somit eine von NuU 
verschiedene untere Grrenze fiir (15) angeben. Folglich ist (s. oben) die 
Reihe (11) unbedingt convergent, falls yj nicht mit einer cx)-Stelle der 
Function Hiiyi) congruent öder zusammenfallend ist. Nun sind innerhalb 
1 1^1= I nicht nur diese letztgenannten Stellen nirgends gehäuft, sondern 
auch die Menge M, + Nullstellen von (l>{yj) hat, dem gleich oben gesagten 
geraäss, diese Eigenschaft. Wir haben also wirklich bewiesen, dass unter 
den obengenannten Voraussetzungen die Reihe (11) fiir | ly | < i unbedingt 
convergirt, nur mit Ausnahme fiir eine nirgends gehäufte ly-Menge. 

Hierbei kaun nachher . bemerkt werden, dass . die Convergenz auch fiir 
gewisse unter den bei unserer Beweisfiihrung ausgeschlossenen Stellen noch 
besteht (öder bestehen känn). Es sind dies die Nullstellen von ^, welche 
nicht zugleich Nullstellen von ^ sind ; fiir solche Stellen (wenn sie existiren) 
ist fiS^yj) = öy^l^), was im Verein mit den Eigenschaften der Coeflficienten 
a^ zur Polge hat, da^a der Quotient (13) dem absoluten Betrage nach unter- 
halb einer endlichen örenze bleibt. Fiir jp == ^ == o wird dagegen im all- 
gemeinen jedes Ölied der lleihe unendlich gross. 

Nachdem wir also die mit den erwähnten Ausnahmen bestehende un- 
hedingle Convergenz unserer Reihen dargethan haben, sieht man leicht ein, 
dass in einer hinreichend kleinen Umgebung einer beliebigen Convergenz- 
stelle die Convergenz auch gleichmässig ist (so dass also die Reihen mit 
Sicherheit analytische Functionen darstellen). Es folgt dies daraus, dass 
einerseits jene gleichmässige Convergenz bei den Thetareihen stattfindet, 

ÄeUk moM^moMoa. 29. Imprimé le 8 juin 190ö. 37 
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andei^rsiölts die unbedingte Convörgénz der ;f-Reihén vä dör obén adgfi^f 
benen Weise äus detjenigén dfer Thetareihöii föl^. 

Wenn wir jetzt diö H Reihen Xi dttroh ztLgehörigé Thetamhen^ di- 
viditen, also ti Functioben * 

y. = Mil 

bilden, so haben diese Qtiotienten, ganz wie die analogén, niit cöUver-r 
genten c-Beihen gebildöten, die Eigehschaft, die Btibstitutioneti Aj . . . A, ztf 
erfahren, wenn man auf tj bez. die Subsiåitittionefi -4, ... -4^ äTlöabt, uöa 
fölglich auch als X positive Umläufe lim die Stellen ^, . . . e„ völlzieht. 

Inwieweit diese y, auch den öbrigön BedlAgungert der ^estellten Atlf- 
gabe geniigen, werden wir jétzt znsehen. 



Hedtéction der auf {/ esteliten Exiatenxfta^e auf den Fall n = 2. 

In der Umgebung einér von den ^, . . . ö^ , e^j^x verschiedenen i^^^StoUd 
sind die ^^ [d. h. allé Zweige der yj metoikcMrph (bez. hölömorph). Wenn 
nänilich zUnächiät angenommen wird, dasd die entsprecliétiden ij mit keiner 
Nullstelle von ^{rj) und tiiit keiner oo-Stelle éiher Function £^(lf) sni- 
sammenfällt öder cöngnient ist, so wördeh tiit^ht nur die Reihen Ö<(ijf) 
sondern auch die Xi{''l) ^^^ ^^^ frågliöhen ifc-Werth (absolut) convergeat 
und in der Uriagebung dessölben hak)morph (obgleich natiirlich ané&dlich 
viéldetitig, déh veröchiedeneh ztlr a:-Btelle gehöre^dén ij entspreehend). Bei 
einem ^r-Werth, fiir den die éntsprecheiiden (unter einandet oongniesiia&) 
Tj eine cx)-Btelle von Hi{yj) eii^alton, Wird bekanntlich (und auB leicht w-^ 
sichtlichen Gtundéh) ein Qlied der Reihe Bi wie eine rationale fMnction 
unendlich gross, während di<d ubrigen fili* sich eine convergente Baihe 
bilden, weshalb die ganze Reihe sich meromorph verhält. Diese MéiXH 
morphie geht auch auf die j^-Röihen iiber, indem auch hier ein enir 
sprechendes ölied Wie eine rationale Function unendlich wird (dboh känn 
hierbei sogar Holomorphie eintreten, wenn zwei verschiedene Jf/< -gleich- 
zeitig unendlich wérden, wobei eine Compensation denkbar ist). D^ Bin- 
fachheit wegeh nehmen wir ali (obgleich diee liicht nothwendig ist, vgl. 
tinten), dass die co-Stelleh der Functionen ^^[Sjtj) von den NullgMl^^däf 
Functiönen f{S^ij) vollstandig getrennt liegen. Was nun die NoUsteUen 
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von ^{S^Tfi) betrifift, so nehmen wir zunächst an, dass einem gewissen x- 
Werthe (nnter anderem) ein ly-Werth entspricht, fiir den fp(iy) = o ist, 
ohne dass ^(^) = o. Fur diesen Tj-Wertix wird im allgemeinen das erste 
Glied einer ;^-Beihe unendlich gross; fiir die oongruenten rj je ein anderes 
Glied ; die restierenden Ölieder bilden aber in jedem Palle eine convergente 
Beihe; dies ergiebt sich in ganz derselben Weise, wie oben die Convergenz 
der gansen Beihe bei einem beliebigen 17- Werthe (wie wir sahen, hängt 
dieselbe wesentlich davon ab, dass die Gruppe F eigentlich discontinuirlich 
ist). Etwas änders liegt die Sache, wenn in der fragliohen i^-Menge ein 
ly-Werth vorkommt, fur den jp(^) = ^(^) = o ist. Dann verschwinden in 
der That 

nnabhängig von v [öder m. a. W. : fiir den fragliohen x{=x^) verschwinden 
alle Werthe der unendlich vieldeutigen Functionen t{x) und ■v{x)] weshalb 
im allgemeinen alle Glieder einer ;f-lleihe unendlich gross werden. In 
einer hinreichend kleinen Umgebung eines ly-Werthes rj^ der fraglichen 
Werthgruppe bleibt, da ^{rj) holomorphe Punction von x ist, {{x—x^Y: ^{7])\ 
unterhalb einer endlichen Qrenze, falls k einen gewissen ganzen positiven 
Werth hat. Wenn andererseits limjgr(3y) von Null und von jedem mit der 

Stelle Null congruenten jf-Stelle [ — b^ : aj verschieden ist, so bleibt ancb 
der inverse Werth des Ausdruckes (15), aus oben angegebenen Ghriinden, 
imterhalb einer endlichen Grenze. Da dasselbe auch fiir |-^ä^:a^| gilt, so 
resnltirt, dass der Quotient (14) nach Multiplication mit {x — xj^ in der 
Umgebung von itj^ innerhalb endlichen, von v unabhängigen Grenzen bleibt. 
Hieraus folgt Meromorphie der /-Beihe an der betrachteten Stelle: es känn 
keine Verzweigung in Frage kommen, da der betrachtete x nicht fiir t{x) 
öder v{x) Verzweigungsstelle ist, und andererseits hat die mit {x — x^Y 
multiplicirte Beihe, zufolge des soebeo gesagten, fiir x =^ x^ einen endlichen 
Grenzwerth. Es liegt aber auch die Möglichkeit vor, dass fiir irgend 
einen v- Werth z = — b^: a^ ist. Dann wird der inverse Werth von (15) 
fiir diesen v- Werth unendlich gross, aber — ganz wie oben — so, dass 
nach Multiplication mit einer gewissen Dignität (x — x^Y ©ii^ön endlichen 
Grenzwerth hervorgeht. Fiir die iibrigen p bleibt aber — auch ganz wie 
oben — jener inverse Werth unterhalb einer (von v unabhängigen) end- 
lichen Grenze. Hieraus im Verein mit dem gleich oben gesagten fo^ 
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sofort, dass die Reihe nach Multiplication mit {x — a?^,)*^* einen endlichen 
Grenzwerth erhält, indera der Grrenzwerth eines gewissen einzelnen Gliedes 
einen gewissen endliehén Werth hat, während die Summe der iibrigen 
ölieder gegen NuU tendirt. Die Meromorphie bleibt also offenbar auch 
jetzt bestehen. 

Da also in den Ausdriicken f iir die n Functionen y, sowohl Zähler 
als auch Nenner, als Functionen von x betrachtet, wenigstens von den Stdlen 
^i"'^o\^'c+i abgesehen, sich iiberall wie r åttonde Functionen verhaltén, so 
gilt dasselbe auch fiir die Quotienten y^ selbst. 

Was nun endlich die Stellen €i..,e„^ e^^^ betrifft, so haben bekänn t- 
lich die Thetareihen der jetzt fraglichen Art, als Functionen von x be- 
trachtet, auch an diesen Stellen den »Charakter der Bestimmtheit > (wenn 
auch nicht den Charakter rationaler Functionen). Fiir die ;f-Keihen ist 
ein ähnliches Verhaltén durchaus nicht zu erwarten, falls schon die Func- 
tionen t{x) und t; (re) sich an den Stellen e, nicht bestimmt verhaltén. 
Aber auch die Annahme, dass alle e^ fiir t{x) und v{x) Bestimratheits- 
stellen sind, ermöglicht (so viel wir haben linden können) nicht den Beweis, 
dass die ;f-Reihen ein ähnliches Verhaltén aufweisen. Bei speciellen An- 
nahmen iiber die öruppe S känn dies wahrscheinlich eintreffen, kaum aber 
in allgemeinen. Unter dieser Voraussetzung verlieren also auch die Func- 
tionen t/i an den Stellen e den Charakter der Bestimmtheit. Der Bestimmt- 
heitscharakter dieser Stellen wurde auch bei der obigen Fragestellung nicht 
erfordert. 

Die Forderungen unseres Problems sind somit jetzt sämmtlich erfiillt 
nur mit Ausnahme fiir diejenige, dass die y, an allén von den e,- verschie- 
denen Stellen holonwrph sein soUten. Da aber Meromorphie schon erreicht 
ist, 80 känn man durch eine einfache Modification Holomorphie erreichen: 
man hat nur sämmtliche y, durch eine eindeutige^ mit Ausnahme fiir den 
e^ holomorphe Function F{x) von x zu multipliciren, deren NuUstellen die 
cx)-Stellen der y^ compensiren. Die n Functionen 

haben dann alle verlangten Eigenschaften. 



Das Resultat der obigen Untersuchung lässt sich folgenderm assen zu- 
sammenf assen : 
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Es seien e,^ e^, . . . , e„ gegebene im Endlichen liegende rr-Stellen. Femer 
betrachte man a lineare Substitutionen in der Ebene einer anderen Ver- 
änderlichen -z^: 

wo A, , Å\ , p, die Bedingiingen erfiillen, dass die Ä, und Ä,- (die Fixpunkte) 
24T von einander getrennte Stellen der -ar-Ebene sind, welche auch sämmt- 
lich von der Stelle i? = o getrennt liegen, und andererseits die absoluten 
Werthe der (reellen öder iniaginären) Multiplicatoren p] grösser als Eins 
sind (also die.Substitationen hyperbolisch öder loxodromiseh). Von diesen 
(j»', j2f)-Substitutionen gehe man durch »Spaltung» zu unimodularm homo- 
genen {V , t;' ; <. , t;)-Sub8titutionen 

n n n 

v/| j v/j j . . . , yjff 

iiber. Es känn gefragt werden, ob bei gegebenen Wertlien der //^ , ^\ und 
p^ (welche die genannten Bedingungen erfiillen) Functionen l{x) und v{x) 
imraer existiren, welche beim Uberschreiten (in positiver Richtung) von 
Schnitten {e^oo , , ,e„oo) bez. die Substitutionen C, . . . C^ erleiden, sich aber 
sonst im Endlichen iiberall wie ganze rationale Functionen verhalten. Wir 
ersetzen aber diese Frage durch die folgende, in welcher viel weniger ver- 
langt wird: Ist es möglich, die 2a Stellen /?, und A, so zu bestimmen, 
dass, wenn nachher eine beliebig grosse positive Zahl P gewählt wird, 
immer ein Werthsystem p, , p, , - - - , Pa mit 

\p,\>p,\pA>p^.->\Po\>p 

iiberhaupt gefunden werden känn, welches im A^erein mit den h^ , Ä\ Sub- 
stitutionen C\ geben, fiir welche Functionen t{x) und v{x) mit den ge- 
nannten Eigenschaften existiren? Wenn diese Verhältnissmässig sehr be- 
scheidene Existenzfrage im bejahenden Sinne zu beantworten ist (was wir 
hier nicht bewiesen haben) dann gilt dasselbe — dies ist unser Resultat 
— auch fur die in der Einleitung formulirte Existenzfrage in ihrer vollen 
AUgemeinhéit. 



Wir kniipfen hieran noch folgende Bemerkungen. Es ist wohl kaum 
zu bezweifeln, dass die soeben erwähnte, auf den Fall n =. 2 sich be- 
ziehende Existenzfrage im bejahenden Sinne zu beantworten ist. Doch 
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habe ich bisher einen strengen Beweis hierfiir nicht durchgefuhrt. Es sei 
mir indessen gestattet, iiber diese Frage folgendes zu bemerken. 

Zunächst ist leicht ersichtlich, dass man im jetztigen ZuBammeDhaange 
die genaDnte Existenzfrage ein wenig modificiren känn, so dass noch we- 
niger verlangt wird. Dies beruth darauf, dass der oben benutzte Hilfssatz 
sich in der That auf fol^ende Weise modificieren lässt. Fiir die 2a Gh^össen 
hi , ki braucht man nicht bestimmte Werthe voranszusetzen, sondern känn 
dieselben als nnbestimmte Grössen betrachten, welche nar folgenden Be- 
dingungen unterworfen sind : fur | h^ | , | fr,- 1 , | ä^. — *^- 1 , | *» *— Ä^] , | *«• — *, | , 
I fr, — kj\^ wo y < t, soUen von NuU verschiedene nntere Qrenzen ezistiren, 
und änder erseits fiir A, und k^ endliche obere Grenzen. Man bestätigt sehr 
leicht, dass der oben gegebene Beweis des Satzes noch unter diesen Voi*- 
aussetzungen giiltig bleibt. Dementsprechend känn auch die auf den Fall 
n = 2 sich beziehende Frage, auf welche sich die Hauptfrage reducirte, 
so abgeändert werden, dass man fiir die h^ , k^ ganz dieselbe Art von Un- 
bestimmtheit voraussetzt, was geeignet sein känn, die Behandlong der 
Frage zu vereinfachen. Bei dieser Behandlung scheint es andererseits vor- 
theilhaft zu sein können, fiir die Functionen t{x) und v{x) auch den aus- 
nahmlosen »Charakter der Bestimmtheit» voranszusetzen, also zunächst 
Differentialgleichungen (zweiter Ordnung) der Fuciis 'schen Klasse im Auge 
zu haben. Dagegen diirfte es nicht viel däran zu denken sein, auch fiir 
t{x) und v{x) analytische Entwickelungen bilden zu können, welche die 
vorgeschriebenen functionalen Eigenschaften in Evidenz stellen. 

Wenn es gelingt, fiir die soeben besprochene Existensfrage und damit 
auch fiir unsere jetztige Hauptfrage (als Existenzfrage betrachtet) eine be- 
jahende Antwort definitiv festzustellen, so wird hiermit die ausnahmlose 
Lösbarkeit der urspriinglichen Hiem ann 'schen Aufgabe nicht dargethan sein. 
Hierzu wäre noch der Nachweis erforderlich, dass in jedem Systeme von 
»cogredienten» linearen homogenen Differentialgleichungen auch Gleichungen 
der FucH8'schen Klasse vorkommen. Da aber ein solcher Nachweis, ob- 
gleich noch nicht erbracht, jedenfalls als denkbar bezeichnet werden muss, 
so ist es auch nicht ausgeschlossen, dass die Entscheidung unserer jetztigen 
Frage auch fiir das unveränderte Rikmann sche Problem Bedeutung ge- 
winnen känn. 

Land, Februar 1^02. 
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SUR LES NOMBRES ^ ET Jr ET LES ÉQUATIONS tftANSCENbANTES 

PÅR 

EDMOND MAILLET 

k PABIS. 

Ofi Bait qae le iiombre e^, ou (D est ratiotinel ou algébriqoe, ne peat 
étre racine d'une équation algébriqtie ä coefficieitts raiioxmeli, pas plus que 
las nombres qui présentent apres chaque chiffre significatif an nombre de 
zéros croissants suffisamment vite avee le rang de ce chiffre et que nous 
appellerons des nombres X. ^ 

Ces démiers nolnbres, éotntne le\irs ptiissähcéB ifttiötUielles, ti'étälit päls 
räcines des équations 

(I) 2:c,ar- = p, 

o 

et d*autre8 analogues, oix c^ est rationnel et cS^ entier positif, quand — ou 

Ba croit suffisamment vite avec a, on pouvait se demand^ s'il en était 
de méme de e et ses puissances, de tt, d'autres nombres encore. La réponse 
est affirmative: les méthodes de MM. Hilbeut et Hurwitz pour établir 
la transcendance de e et de ;r permettent de déterminer une limite in- 
férietire de des modes de croissanöe : nous en donnons un exemple paHiCulier. 
On peut obtenir d'ailleurs des resultats de méme nature pour tout 
nombre C algébrique ou non, ou pottr les. nombres de la fonne 



r = F 4- i^ 4- 4- -"- -I- 



<• 1 ^1 



^ Comptes réndtis, 15 ävril 190I et Joufn. de itath., 1901. Au sujét de 
ce mémoire on pourra consulter £. Strauss, Acta inath., t. II, p. 13. 

Oomp. BoREL, Comptes rendus, 1899, i*^ semestre, p. 490 et 597. Pour la 
lectnré dé notre Hémoire il suffit de coniia!tti9 les paä&äges d'otivragé8 ou mémoirés citéé 
par nous ici. Un résuilré dé ce mtooiré a été oommbikiqué å l'Ajcad. des Se» dé Paris 
(C. R, 1901, 2*°»** sem., p. 989 et I191). 

On 8«it qu'Abél a étahli Pimpösmbilit^ dé Ib résoiUlion p«r l^ioaui dee éq\iations 
algébriques dé d^gré > 4v On peut «e poser des proUémea analogaes poiil: des éqwh 
tions transcendantes å ooefficients rationnels: notre mémoire en traite quelqnea-iins. 

Ä«tu n uU ktmm t ioa. 29. Imprimé le 8 jQln 1906. 



296 Edmond Maillet. 



(Cl fonction algébrique d'un nombre quelconque C, «,,...,«/,... entiers 
<E{C))] quand ^, croit suffisamment >4te avec /, Y ne peut étre ni al- 
gébrique ni racine de (i). 

Ces resultats s'étendent aux équations rationnelles de la fonne 

oix Pi f ^2, " ' } Pk sont distinets, rationnels et 4= o. ^ 

Au point de vue algébrique, si c„ décroit suffisamment vite, nous 
donnons un moyen de déterminer approximativement les racines de 



o « 



qui sont toutes distinctas, et un moyen simple de trouver le nombre des 
racines reelles ou imaginaires de module inférieur k une certaine limite 
quand c^ est réel. 



QO 



Enfin nous concluons que Jlc^x'^' = ö n'a aucune racine algébrique, 

et que Tensemble des racines transcendantes de ces équations a la puis- 
sance de continu. 



n. 

Théorémé. Le nombre e ne peut étre racine d 'aucune des équations 



00 



(i) ^c^x^r = o 

o 

I . , » y 

quand — croit suffisamment vite avec n (c„ rationnel, r^ entier, ©^ = -^^ , 

oti ;f„ est un entier donné fonction de n et croissant, et q entier). 

En effet, il suffit de suivre la méme marche que dans une des de- 
monstrations relatives au cas des équations algébriques. ' Si Ton pose 

^ Nous y reviendroDS ultérieurement plus en détail. Voir Bali. So c. Math., 

t. 33. »902, p. 147- 

" Voir p. ex. Jordan, Coura lithographié de TÉcole Polytechnique, 2**"* 
division. Tous nos raisonnements resten t vrais avec une trés-légére modification pour le 
cas GU certains des coe£Picientd c^ , c^ ,...,(*„,.. . seraient imaginaireH. 
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(p trés-grand, i*"" ä g), 

F{x) = f{x) + r(T,) + . . . , 

on aura 

a 

(3) <^F{o) = F{a) + (^ff{x)e-'dx. 



O 



Donimnt dans cette formule a a les valeurs o = S^ , S, , a>, , . . . , £ö„ 
et additionnant les égalités obtenues en les multipliant par ^*o > ^1 > • • > ^'" > 
on a, e étant supposé racine de (i), 

N fl fl Am <B 



O V 



Pour re = o, /"(o:) et ses p — 2 i*'*'' dérivées s*annulent; les autres, 
sauf la I*", qui est égale å (— i)"'-^^~, oii Jixn = X\Xi' Xn^ »ont des 

multiples de p divis^ par g"**, c. ä d. de la forme -^^ 

Pour X = U}a<^n (^ =+= o), /"(a;) est nul ainsi que ses j:> — 1 i*"*" dé- 
rivées; les autres sont des multiples de p divisés par une puissance de 

Ceci pose 

(5) i c..F(^.) = ..(i + ^) + 1 ^ ^ . 

•i A,=(->r('?r.r, <^.=r- 

Désignant par 1\ le p. p. c. m. de <^ = 1, <i , . . . , ^„, on aura 

avec £ = ^o^^ii ?''"* + ^.Pj ^ étant donné, si jp est assez grand pour ne 
pas diviser c^^X^T^q^^ ^ e sera •♦»o, et |s|> i, d*oii 

Aeta fnathematica. 20. Imprimé le 8 Jnin 19Uu. SS 
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D*antre part, on a encore 



(8) 



»• 



^c„e'''ff{x)e-'dx <^'(^\c.\) 



O 



'(p - 1) 



soit 

(9) 



On pourra toujours prendre j) assez grand pour que le second membre 



<7.,^ 



47'^g«/»+p-i 



Soit jp' = fp„ la plus petite des valeurs de j^ satisfaisant ä cette condition. 
Supposons maintenant que, dans F{o), on fasse p=p''y F{o) est une 

m 

fonction bien déterminée ip^ de /?. Si Ton suppose la serie Sc.f?*^* sufEi- 

samment convergente (ce qui est le cas quand c~^ croit suffisamment vite 
avec a), pour que 

<\Oc„^ie-^*'\, [O fini), 



1 + 1 



on devra avoir, d'aprés (4), (7) et (9), 

(,o) ■ " l-l 



P'(H + 1) 






ce qui est impossible dés que 



(II) 



|<?c,^,«*-V-l<^.,.W:--.- 



On pourra toujours choisir c^^^ assez petit pour qu*il en soit ainsi, 
quel que soit g, ä partir d'une certaine valeur de w, par exemple quand 



^ In 



Corollaire I. Les puissances fractionnaires positives de e ne peuvent 
étre racines des équations (i). 

En effet, e nest pas racine des équations traitées plus haut; il n'e8t 

dés lors pas racine des équations obtenues en rempla^ant x par y' ; e* n^est 
donc pas racine des premiéres équations. 
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Nous croyons utile de donner un exemple precis d'application de ce 
théoréme. 

I:^enon8 ^•« = ~, a. étant un entier tel que |a«|^-4 {A fini) et t^ 

"— - >..-.--.-:.»...-? 

(/ entier donné), |> = (w + iy*("+^) (^ entier > 2): pour une infinité de va- 
leurs de riy p ne divise pas 



si 

(12) /^ = (|n)*-, (A« entier). 

D^aprés (8) et (9) on prendra 

in 

\q/ \P 4*nq'''-^^ 

ce qui a lieu, a fortiori, si 



— /Zn\^*+') © I . . 



1^- 



/« 



puisque p>,ln, quand n est assez grand. 
Or ~ 



e 



p _ (n + i)P<"+») I /n^->\"+» 



et 

4kp 4ipe*' 



\e'(Zn)«+'j l~rj v^rj 

car 4^e*'<2("+»'. 

Poiir que (9) ait lieu il suffit iinalement 

on, a fortiori, 

(12') (in)»- = <,<ri^-»W-+') 
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^»^ < ^o*-«)(«+iy<»+>)+* 



r0in<{fi—2){n+ 1)^"+»-^» 



Il suffira de prendre 



(13) 



^„ = (;i— 2)(n+ Ir("+^ fi>2 



pour que (9) ait lieu. 

Occupons-nous maintenant de la condition (11). On a d'abord 



» + 1 



la 



Cae 



I 



^n^-l^ 



-(n+1) 



(i + fe. + fe?+--)- ''7i\.' 



/(fi+i) 



<2|c,+i|e « , (o<Äj<^) 



dés que 



Ca+l 









e^ < De^ 



ta 



= <a + l= ^=2 



I 1 



«a+l 



tf. 



2> étant le maximum du rapport 

remplie pour «>>«+ i, d^aprés (12) et (13). (11) devient 

/(n + l) 

(14) 



Cette condition est toujours 



2|c.,.i« » m<^, 



cherchons une limite supérieure de -f'(o). 
On a 

||(Pzzi)/*W|<i'Z|A(*)|. 
\ iv-^) f"{x)\<p'T.\f.{x)l 



\\ iP-^) f''Hx)\<0'^t.\f^(x)l 



' Dans le cas ou quelques coéfficieDts Ca seraient nuls, une inégalité^ de < ménie 
nature a lieu pour le rapport. d'uD terme au précédent. Notre raisonnement ne suppose 
doDc pas da 4> O, sauf en générål. 
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/i > /i > ' ' ' } fkt étant des produits de la forma 

avec 

en nombre au plus egal a ^<+ i , (w+ i)', ...,(w+ i)*» respectivement. Chacun 
de ces produits est d^ailleurs, pour a; = o, <^''''(|^)'' en valeur absolue, et 

|i^(o)|| (P-0 <^^(l^ni +p{n+i)+p\n+iY+.,, 

+ /«(n+i)*-+...] 
jusqu a Ä, = r^ + jP — ' > d'oili 

(,5) |j^(o)i<-iJ^rt^ ri^^r~ -'-- ■ 

^ ^^ > ^ ^'=| (P — o l>(n+l)— I 

H suffira, d 'apres (14), que 



«+i 



(16) -7 >^^ ' Q"*^^^ 



"T- .-...-1 ^\^y [(H + i)i>i"^-^^ - 1 



(jp— I) p(n+i)— I 



X étant une constante. 
D^abord 



(p-- ^ )\p(n+ I)— i]> \p, 

1(11+1) 



SI 






i(»i + o ^ 

ou, puisque <Pf si 



A«<(;i^,y, 



ce qui a lieu, puisque ^; = (?i + 1^*^""'^'^ 
Il suffira donc d*aprés (16), 



T^ >(!«)"[(«+ I )i']'^"-^*\ 
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ou, a fortiori, 

o\\, d'apré8 <» = (!»)*", ('2') et i» = (w + !)''(-+'), 

>(«+ ,y«("+i)^"+'>+'(«+») 
Il sufEira alors 

ou, a fortiori, 

/ . ,("+f)»M-.-(«+i)'«"+'>+«M«+»)^ ("+?V' 

(w+ 1)^ *' >e^ '' . 

Geci aara lien pourvu que 

^ (w + |)(/i— 2)(n + 2yc+') > (« + iy<-+'>-^>(« + 2), 

ce qui a toujours lieu pour n assez grand quand /£>3. 
La condition (ii) est donc alors remplie. 
Nous en conclnons le corollaire snivant: 

CoroUaire IL Les puissances entiéres ou fractionnaires de e ne sont 
pas racines des équations 



s 



In 

OJ* =0 



1! (|n)(A»-«)("+i)''^"+^> 

[I , q j fl entiers), a„ étant un entier limité, nul ou non, dés que fi>^3. 
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III. 

Les resultats précédents, comme ceux relatifs aux nombres X/ s^étendent 
d'abord au cas des puissances negatives de e pour les équations (i), ensuite 
au cas des puissances negatives pour les équations Sr,a;'^" = o, dont le i*' 
membre converge pour o <x <k< i ; enfin au cas des puissances positives 
ou negatives pour les équations 

convergentes dans un certain domaine, les c,, et les ^D^ satisfaisant å cer- 
taines conditions de croissance et étant rationnels. Nous nous dispen- 
serons de donner des exemples, et nous contenterons d'établir sommairement 
les théorémes généraux. 

i^. Pour le cas des puissances negatives il suffit de remarquer que 
(3) reste vrai quand a ou i5« est négatif : la limite supérieure de e^^ devient 
I. Toutes les inégalités ou égalités précédentes restent vraies a fortiori 

sous cette réserve. 

+ • 
2°. Considérons les équations f^ =0, et soit /*j = S Cae*' = o, ©^ étant 

de la forme — , q entier, ;f^ entier positif ou négatif. On prend pour f{x) 

,/ X _ ä'"* [(« — ©1) . . . (« — g »Xg — ®-l) . . . (X — g -«,)]^ 
;r(^^_ | ö> - I) • 

La formule (4) devient 

F{o) Tc.e- = Tc,F{Gi.) + Tc,(f' ff{x)e-'dx 



—"I 



= — Z c.eT' + Z c,e" \f{p). 



Si 



^ = (— I )""■'"•' (0.x,)\ avec ö. = ^ . 



^ Journ. de Math., 1901, loc. cit. 



^ 
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on aura 



ic F(w ) = c i ^' + "^ "i 4- V-- -'^-•^- 



2:r.F(©,) 



-"1 






si ^ est aasaz grand et convenablement choisi, 1\^^ étant le plus petit 
commun multiple de t_^^ , <_„,+i , • • . , 'o > ^ > • • • » ^n- Le raiso]uiemeii,t se 
continue de la méme maniére pour les puissanees positives ou negatives. 
3°. Restent les équations 

Z c^x^ = o 

o 

dont le V membre converge pour o<rr<Ä:<i, et pour lesquelles nous 
ne pouvons évidemment traiter que le cas des puissajices negatives. On 
raiftonnera de la méme maniére; (4) devient 

N n n ^ — wm 

(16') E c„e-- F(o) = E c„F{— «)„) + £c,e--/ f(x)e-'dx, 

® " 



= - ( i c,e-AF{o\ 

Vn+l / 



avec 

\ f^-^) f{x) = 7f-\x + .Q,Y . . . (rr + ai,)^ 



On a, en faisant rr = o, puis 






>?« 



(a > o, Sia=^ — , x„ entier positif), 



H 



j:c.i^(-».)-c.(|i + ^=?) + X.. 



qny q»y j ^^^ q 



np+p-l » 



n I 



si CoÅoT„q''~^ n'est pas divisible par p. 
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D'autre part 

±c„e-^f f{x)e-'dx <[^\c,\)^-p. 

• U Ii. 

On pourra, quelle que soit la loi de croissance de Baj prendre|) assez 
fifrand pour que cette expression soit plus petite que -nT~i^f:i\ • ^^ méme 
on pourra prendre ©,+, assez jBfrand pour que 



(17) 



S c,e-''-) 



,.+1 • 



F{o) 



I 



en prenant pour p la plus petite valeur /)' satisfaisant aux conditions pré- 
eédentes. 

Si la loi de croissance de é5.+i, qui est absolument arbitraire, est alors 
choisie de fayon que ces inégalités soient remplies quel que soit n^ pour 
n suffisamment fifrand, Tégalit^ (16') sera impossible. 

Nous résumerons les resultats précédents dans les énoncés suivant«: 

Théoréme I. Les puissances entiéres ou fractionnaires de e ne peuvent 
étre racines d*aucune équation 

Hc^x^ =0 

quand — croit suffisamment vite avec n , [c^ rationnel, S„ = ^ , oti ;f „ est 

un entier donné fonction de n et croissant, et q entier) pour un mode de 
croissance donné de j(^. 
C 'est le csvs quand 

(a„ entier limité, nul ou non, /i>^3), ffi„ = - (^ > ? entiers). 

Théoréme II. Il en est de méme pour les équations 

+ • 

(18) Zr„f/'- = o 

— « 

Acta maitumeUiea. 2t). Imprimé le 9 Juiu ISOo. 39 
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{(öa étant positif ou néfjatif et de la forme — , ;f« et q entiers), pourvu 

que croisse suffisamment vite avec | a |, quand a est positif ou négatif , 
et que le mode de croissance de j^^ est donné. 

Théoréme III. Les puissances negatives rationnelles de e ne sont pas 
racines des équations 

(19) Hc^x^^o 

dont le I ^'' membre converge pour o<x <k< i , quand ©^ croit snfiFi- 
samment vite avec n^ pour un mode de variation donné des c^. 



IV. 



Lemme I. Soit 



(i) Yc^x^^= 0[x) = O 

une éq nation transcendante dont le 1" membre converge dans tout le plan 
(a)„ = — , ;f„ entier). On pourra toujours, quel que soit w, supposer la 
loi de décroissance des c„ assez rapide pour que toute racine de 

n 

(20) Z c^x^ = <P„{x) = o 

différe d'aussi peu qu'on veut d'une racine de (i), et pour que 0Jx) = o 
n'ait que des racines distinctes. 

En effet, soit x^ une racine de CP«(aj) = o, On a 

0{X) = 0^{X) + V{X). 

9^{x) est une serie convergente, et, x^ étant limité en fonction de r?, on 
pourra toujours prendre c„^y assez petit pour que ¥''(a;,) < s,+i. 

Or 

<P{x,} = V\x,) 
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M étant le maximum de 0{x) ä rintérieur d'un cercle de rayon R ayant 
le point rTj comme centre dans le plan des a;. 

Pour une valeur de R donnée, (P„(ir) a une limite supérieure M' 
dans le cercle en question, et Ton peut toujours prendre c^^^ assez petit 

pour que Jf' > 2 [^^(a;)! dans ce cercle. M est <-M\ et il suffit pour 

que (22) et (23) aient Ueu: 



(23') 



k(*) 



<lf-'\x,)K 



1 4-1 



6M' 



>|a; 



X, 



Or 



(24) 



(/>(*>(a;,)=(Pi*'(a;,)+r*^(rrO. 



X = 



Soit (D^n'^\x) la I*''' des dérivées de 0n{^) q^i ne s'annule pas pour 

x^\ on peut supposer, si c^ est assez petit par rapport a r„_i, Ä-, = 1. 

En effet, si non, 0^[x) aura une racine commune avec sa dérivée. Or 

1 
Posant y = a;* , on a 

et fp„(y) a en commun avec sa dérivée ^i(y) la racine y^=^x\^ car 
0'^{x) = jp;(y)y' (on suppose x^ 4= o). 

On en conclut que le résultant des 2 équations 

9n{y) = Xi<^y' + . . . + ;r,c.y'-^ 

Xn9n(:y)—y9n{y)=Xn^^0 + (jlfn " /O^li^' + • • • + (j^n — jf»- l)c«_,y'"-', 

doit étre nul. Or ce résultant est, sous la forme de Sylvester, apres 
suppression du facteur y^>"^ dans f'i(y), 



Xn-\ 

Ugnes 

Xn X^ 

lignes 



Xi<^y 



Xn(^. 



o . . . 



^^ 



1 1 




= A 
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c\ entré dans A ii la puissance ;f,_i et son coefiFicient est 
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;rr 



;ir«^'o 



o 



Xn^O 



On en conclura 



;ir«^o 



"~ Xn \Xn ^O) 



Or, quand c^_, , c„_2 , . . . , ^o ^t les ;f„ sont donnés, cette cquation en 
Cn a comme limite inférieure du module de ses racines une certaine fonc- 
tion F^ de n; on peut toujours supposer |r„| plus petit que F„. En 
d^autres termes on peut toujours supposer la loi de décroissance des céffi- 
cient« assez rapide pour que les équations 0^[x) = o n'aient que des racines 
simples, c. ad. pour que Äj = i. 

Ceci pose, on pourra supposer encore c„^i aissez petit pour que 

\r(jc,)\<e\0:{x,)l 

6 étant une fraction <^-. Alors ^'(rr,)4=o, d*aprés (24), et, puisque 
^P.l--^,) = o, 



(25) |<P(a;)-y(a;,)|> J-'-''->'^-^^'^> (i-<?)> 



= ^, 



d 'apres (22), car 



0'(a;,)>|{i— <?)^:{rr,) 



L*inégalité (25) a lieu dés que c^^^ est assez petit et que (23') a lieu. 
Supposons X assez grand et r„^, assez petit pour que 



(26) 



rK)i< 



(x - «,)*;(»,) 



8 



Daprés (25) et (26), soit Jlf, le point représentatif de 
M, = 0{x^) = ^{xj dans le plan des u, si 0{x) = u. Le 
module de 0{x) — (P{x^) a une limite inférieure Å indé- 



M. 



O 
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pendante de c,+,; on pourra toujours prendre o,+, assez p«tit pour que 
X> 2 OM^ ; il suffira de ne donner å x que des valears telles que 



(« - x,)0:{x,) 



>2|<P-K)|, 



OU 

(27) 



\x — a:, I > 



<p;(*.) 



ce qui est possible, en prenant r',^., assez petit pour que, d'aprés (23') 



(28) 



*;(.'^,) 



K 



6M' 



l6y(a;,) 



Aloi-8 le module de 0{x) est toujoui-s >_0M^.^ D apres le théo- 
réme précité de Weierstrass complété par nous, les valeurs que prend 
0{x) — ^{x^) quand x varie aux environs de x^ comprennent toutes les 
valeurs représentées par les points situés a Tinterieur d'un cercle C^ de 
rayon X et de centre ilfj dans le plan des w, en particulier Torigine poui* 
laquelle ^ a la valeur o, et les valeurs x correspondant a (27) et (23') 
donnent des points dont aucun n^est situé a Tintérieur de 6\ . 

D apres {27) la valeur x* correspondante pour laquelle 0(a;') = o est 
telle que 



X' 



^il< 






x'\ différe de jj;, | d'une quantité qui tend vers o avec (\^i* 

c. q. f. d, 

On peut établir un lerome réciproqué: 

Lemme IL Tout étant pose comme au lemnie I, on pourra toujours, 
quel que soit 71 , supposer la loi de décroissance des r^ assez rapide pour 

^ On peut encore conclure élégamment comme il suit en employant la teiminologie 
de notre communication (Acad. Se. Paris) du 3 mars 1902: une ligne de modules mi- 
nima décroissants issue de x^ dans le plan des x ne peut sortir du cercle de centre x^ 
et de rayon déterminé par (27), puisque sur ce cercle tous les modules de 0(z) sont 
supérieurs å celui de (P(x^). Par conséquent il y a un zéro de 0{x) k rintérieor de 
ce cercle. Voir encore J. Ec. Polyt., 1903, p. 75 — 95. 

Nous iudiqaons plus loin d'antre8 applications des lemmes I et jQ. 
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qu'ä toute racine f de = o de module inférieur au double de la limite 
snpérieure du module des racines de 0„ = o corresponde une racine ic, 
de 0^ = o, la différenee f — x^ ayant un module tj^ petit arbitraire, et 
pour que = o n'ait que des racines distinctes: 7]„ pourra étre pris 
d*autant plus petit que r,^, sera plus petit par rapport a r.„,^ 

En effet, on a 

Soient o^i , rr, , . . . , a;« les racines de 0n{^)] ^ étant donné, ainsi que 
Co , c, , . . . , c,, elles sont parfaitement déterminées. Par conséquent si Ton 
considére toutes les valeurs de x autres que celles comprises å Tintérieur de 
cercles de rayon yj^ ayant oj,, a?,, ... comme centres, pour ces valeurs 0„{x) a 
une limite inférieure L^ parfaitement déterminée pour toute valeur de rj^, 

Pour toute valeur Cj de f non comprise ä Tintérieur de ces cercles 
on ne peut avoir 0(?,) = o que si I^PnlfJl est super ieur a la limite en 
question : ces racines f ^ se divisent alors en 2 catégories : celles oii | f , | est 
inférieur au double de la limite supérieure du module des racines de 
0n{^) = o, et les autres. 

Pour les premiéres 

On peut assigner a |^«(ci)| une limite supérieure aussi petite A^ qu'on 
veut pourvu que |6„+]| soit assez petit, c. a. d. telle que yl„<i^, ce qui 
est impossible. 

On peut également supposer les racines de 0{x) = o distinctes, si le 
mode de décroissance des \c^\ est suffisamment rapide. En effet, si non, 
soit 0(f ) = o, 0'{^) = o: il y a une racine a;, de ^„(a:) = o telle que 
\x^ — ?\<7]n et une x[ de 0'^{x) telle que \x' — c|<iy^ Or Co,Ci,...,c^ 
étant donnés, on peut prendre r„^i assez petit pour que 7» + 37i<^l', 
7j'^' étant aussi petit qu'on veut. Or \x[ — ^^il^^^n + ^i est limite in- 
f érieurement en f onction de ^o , ^'i > • • • > ^i. > ee qui est contradictoire avec 
ce qui précéde. 

Par suite, si le mode de décroissance des | c„ | est suffisamment rapide, 
0{x) = O n'a que des racines distinctes. c. q. f. d. 

* Quand ijn edt aissez petit, å chaque racine de (Pmi^c) = O en correspond une, 
et une seule de C?(x) = O. 
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Ceci pose, nous allons établir ce théoréme: 
Théoréme. Soit 

l^c^x^' = o 

o 

une équation transcendante dont le i^"^ membre est conver^ent (5>a= ~; ;Ka = 

entier croissant, q et }(„ entiers positifs). On pourra toujours, les ^^ étant 
donnés ainsi que (/, supposer la loi de décroissance des coéfificients c^ assez 
rapide pour que tt ne puisse en étre racine. 

En effet, on sait que MM. Lindemann, et, apres lui, MM. Gordan, 
HiLBEUT, HuRWiTZ, Eouché * ont établi que e^ n'était pas racine d'une 
équation algébrique ä coéfficients entiers quand C était algébrique, par suite 
que TT n'était pas algébrique. On peut alors chercher å étendre les resultats 
des paragraphes précédents aux nombres é*, ou C est un nombre algébrique 
ou racine d'une des équations (i), (i8) ou (19). Nous nous contenterons 
d*établir, a titre d'exemple, le théoréme pour ;r ou izr; il nous sufifira de 
modifier treslégérement la méthode de M. Hilbert. 

Supposons que itt soit racine d'une équation 

oe 

(i) llc^x^ = o. 

On pourra toujours prendre |^n+i| assez petit pour que les ra<3ine8 de 

n 

(29) Tc^x''' = o 



o "' 



dififérent d aussi peu qu'on veut d autant de racines correspondantes de (i), 
dont ITT. Soient otj , . . . , a^. l^s X„ racines de (29): nous formons* 

(i + e-»)(i + ^) . . . (i + ^''H = I + e^* + . . . + ^'^ 

quand e^^^ est a,ssez petit sans que n varie, il y a une des racines a, a^ 
par exemple, qui est tres voisine de izr, d'aprés Thypothése et les 2 lemmes 

* V. Math. Ann. t. 43, 1893, p. 2l6, 220, 222 et Rouché, Tratte de Oéométrie. 

* Nous conservons autant que possible les notations et la demonstration de M. Hil- 
bert, å laquelle il conviendra de se rei)orter. 
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£!eci pose, n.,c^^c^^ ..., c^ étant donnés, choisissons p assez gcand 
pour que abb^ soit i" k p -^^ ij et p suffisamment grand pour que 

xKP , I 
<- 

4 

|^j/)ir+i/jH-i ^ n^ult. (^ + i) I est un entier #= ö, et le i'*' menibre de (3 1) 
est >-(■/?)• Donnant alors å p une valeur Hmitée en fonction de n et 

satisfaisant ^ux condjitions ci-dessus, on pourra tou jours prendre c,^,, par 

• • ■ ■ .' . • • ' 

suite 6^ assez petit pour que le seeond membre de (31) soit < -(|/^). L'éga- 
iité (31) éBt' alors impossible, et nous obtenonB le théoréme annoncé. 



v. ' 

Le véritable caractére des théprémes qui précédent est surtout qu'ils 
donnent un moyen de calculér une limite supérieure de r„^, en fonction 
de c^ , c, , . . . , c„, de fa^on que les théorémes énoncés aient lieu. Ils 
peuvent étre regardés comme des oas particuliers, ou, plus exactement, des 
corollaires de th!éorémes beaucoiip pltis généraux, mais dont Tapplication 
conduit aux mémes raisonnements lorsqu'on veut déterminer la limite en 
question. 

On peut établir, a titre d'exemple, la propriété générale sui vante: 

Théoréme I. Soient /^ , f , , . . . •, f^., <,+i. , ... . des entiers fonctions don- 

nées de n telles que la serie ^^ T ^" ^^^* convergente quels que soient les 

éntiers positifs ou négatifs a^^ «, , . . . j ««, . . . , quand f «o f ? | ^1 1 > • • -i f^ | ) •'• • 
ont une limite supérieure finie A . Étant donné un nombre C quelconque 
non algébrique, ^ si <j , f, , . . . , f^ , . . . oroissent suffisamment vite avec w , 
aucun nombre fonction algébrique a coéfficients entiers de C n*est racine 

d'une des équations j-iO^^ = 0.^ 



o " 



* Noiiä verrons plus loin (p. 3 2^) <iu'une propriété aualogue a lieu quand C est 
algébrique. 

* Si Pon se place au point de vne de la théorie des ensembles de M. Gantor, 
on- rémarquera que Ice théoréme et toxis. l^s théorémes précédents s'appliquent å un en- 
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En efFet, cbnsidérons rensemble de celles dé ces équatiojis pour les- 

■ . 

(j^^es l^ol^ i^il f • • • 9 [^»1^-^» ®* ^®^ valeurs correspondautes de ^ ;- x"" 

o " 

quand on donne å x toates les valeurs possibles non algébriques racines des 
équatibn& algébriques de degré <d dont les coéfficients sont des polynomes 
en C ö. coéfficients entiers, de degré < ^, les coéfficients entiers dans chaque 
polynome ne dépassant pas (?, . Ces valeurs sont en nombre limité ; il en est 

par suite de méme des valeurs correspondantes de mod. / , 7^^**> et celles-ci 

possédent une limite inférieure fonction de n,^,df, (? et (?j, ^(w,^,rf,rf, /?,), 
<, , v..,<„ étant supposés donnés. On peut toujours supposer que Ton 
prenne pour jp une fonction non croissante de ^,rfjrf,<?j, et Ton pourra 
écrire pour n assez grand, si Ton prend ^, rf, rf, o, <n, 

y{n,A,d, å, d^)'^f\n,n,n;n, n)><f>{n). 

Si donc j^^ est suffisamment petit par tapport ä '^(w),* V^-* oj, = o 

est impossiblé j)Our- toutes les valeurs en question. . . .• 

Dés loirs pour tin mode de croissance suffisamment rapide 'de <,, Téqua- 

tion y\ j^x^ = o ne peut avoir pour racines les valeurs x satisf aisant aux 

o 

conditions précitées, quéls que soiei^t A j d, åyd^. On peut en effet trouver 

'. • ■ ...■■* 

toujours une valeur de n suSisammenl) grande pour que le taisonnement 

précédent soit applicable. c. f. q. d. 

' " ' * . ■ ' 
Remarque L Une propriété semblable a lieu, quand on considére non 

plus les fonctions algébriques (a coéfficients entiers) d'un seul nombre C? 

mais Tensemble des fonctions ^Igébriques (ä coéfficients entiers) d'un nombre 

limité de nombres ^,v..,^riibn algébriques. Le raisonnement est le 

méme. 



semble dénombrable (que nous appellerons ensemble D) de nombres; an coutraire, les 
tliéofétees rekttifs- aux nombfes X 8'appliqaent å un ensemble de nombres ayant la 
paissance du continu (que nous appellerons ensemble C). IJ^us verron» plus loid qu'ot 
peut établir des propriétés de méme nature pour une infinité d'ensembles C analogue? 
å pelui des nombres X, • • • 
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Refnarque IL Qaand on precise la nature du nombre Cy on peul 
appliqaer pour la détermination de la limite supérieure de r^^, des principen 
tout semblables a ceux qui nous ont servi dans les 4 premier paragraphes 

r 

Nous citerons å titre d'exemple Tensemble des nombres m+pe^ ^ 

T v T 

- , m = -' , p = - prenant toutes les valeurs rationnelles possibles. 
Considérons Téquation 

(32) ^CaX" = O. 

r 

Si m + pe^ en est racine quand ^ , ^, , r, , q , q^ , q^ sont < ^ er 
valeur absolue, on aura 



«^ / r\la 

^c^\m+p€') =0. 



Soit e* = e ; considérons 



In 



L c,{m -{-pe)" - rf, + rf,e + . . . + d„s" == ^ d,e^ . 



On aura, d'apré8 (3) 

r 
I I I *~ 

£rf,e ' F(o) = £rfai^(«^) + ^d/^ff{x)e-'dx 

00 

= — 2:c.(M+i>e)"F(o). 
On prendra ici 

/•(-,) L — y — L — jJ_ 



(p. - o 



F(a;) = f{x) + /'(a?) + • • • • 

La marche a suivre est dés lors la méme que dans le cas oii 
j) B I . n en résolte que pour 

c,+, <jp(^, c, , c,, ..., c,) 



Sur les nombres e et tt et les équations transcendantes. 317 

réquation (32) est impossible: elle le sera a fortiori si r„^.i < f^(w, ^0, ^d ••, ^i«) 
pour n assez grand, ce qui ost toujours possible; fp est une fonction que 
les formules précédentes permettent de déterminer. On en déduira que, 
pour un mode de décroissance suffisamment rapide de c^ , aucun des nombres 

r 

m-^-pe^ n'est racine de (32) quel que soit A. 

Ce qui précéde ne donne, pour chaque nombre C non algébrique, 
qu'un ensemble D de nombres qui ne sont pas racines d 'équations de la 

00 

forme 2 c, o?" = o. Mais on peut établir pour tout nombre C, algébrique 
o 

ou non, Texistence d'une infinité d 'ensembles C jouissant de propriétés 
analogues: nous avons déjä indiqué cé théoréme' dans le cas oii C ost un 
nombre entier ordinaire ^ (nombres X). Nous allons voir que la méme 
propriété a lieu quand C ©st algébrique ou transcendant. 

Soit Y un nombre quelconque, C un autre nombre > i , Jf, la partie 
entiére de Y; on pourra écrire 

Y=X, +6,, e,<i. 

_ * 

Fosons 



Cj = — -^ — - , e, < I , ttj entier < C; 



on aura 



-^ — - , e, < I , a, entier < C 



Finalement on mettra Y d'une seule maniére sous la forme 



«..«.. .a 



JL — Aj »f- » T Vf + • • • j 



* loc. citat. 

' Il en résnlte en particuHer que tout nombre C iion algébrique satisfait å une 
infinité d^équations transcendantes å coefficients rationnels. Mais, pour Z> l ces équa- 
tions présentent un point singulier essenticl å Torigine. Pour Z< i, il faudrait poser 

Qzsz—^ et on aurait un développement analogue: Z ost alors effectivement racine d'an6 

infinité d^équations A^ + A^x +...+ i4««" +...= å coefficienta rationnels ou entiers. 
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v> 



on aura 
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«I^— «l +5j<C 


• 


S,C= «,+£,< C, 


«,<^(0, 



On arrive ainsi a représenter tout nombre dans un systéine de numé- 
ration de ha$e quelconque 7imi etUiére, et Ton peut se pröposer de voir si 
Ton ne peut obteuir pour ce systéme des théorémes iänalogues a ceux que 
nous avons obtenus pour les nombres X. 

CoDsidérons Tensemble des nombres 

(33) y-^ + ^, + -"+^+--> 

a, , . . . , a, , . . . pouvant avoir toutes les valeurs entiéres positives ou nega- 
tives <E{C) öö yaleur absolue. Quels que soient j^, , . . .^ s^/ , . . ., cet 
ensemble a la puissance du continu: ^ c est un ensemble C. 
Prenons alors une équation 

00 

(34) rc.!r*' = o 

oe 

algébrique ou transcendante (S^ entier). Peut-on avoir Hc^Y^^^^o? Nous 
poserons 






et il fäiidrå 



o = c, + c,[ä, + DV . . . + c,{a + ^)' + ic^[A, + I)"', 



ce qui peut s*écrire 



eo v CM« 



(35) o = c, + c,Ap + ... + c,Äf +Bi:+i:cjA,+ T) / 

C étant donné, ainsi que ^i , . . . , ^/ , c^o , Cj , . . . , r„, A'l*\ . . . , ^f', 
ftönt limités en fonction de ^, et ©,, quels que soient »j, ..., a^ et X, < 
Qn ^ourra alors toujours prendre c^^i assez petit t (p,^^ assez grand j 

* Voir par ex. Bokel, Le^ns sur la tkéorie des fonctiona, p. 32. 
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que 

devra donc avoir 



<^«,/> ^i.,f étant aussi petit qu'oD veut. On 



(36) iif,,, = 1^0 + c,Ar + . . . + c.^r) I < e..,. 

* • ■ 

Ceci pose, si C est algébrique le i*"' membre pourra parfaitement 
s'annuler. Mais s'il n'est pas algébrique, il en est difiFéremment : soit donc 
C transcendant. 

1**. Supposons que r^^.^ = r^^, = . . . = o, c. a. d. que (34) soit une 
équation algébrique: Co>^i) • • • » ^n sont des entiers que Ton peut supposer 
<d. Le i" raembre M^^i de (36), pour toute valeur donnée de C, ©st 
limité inférieurement en fonction de rf,n,^^. On aura 

^, étant une fonctipn de ^ , df , 7? , ^, qu'on peut toujoors supposer non 
croissante. 

Si Ton prend 1>^A , l>^d ^ Z>«, on aura a fortiori 

Prenant alors ^,^, assez grand pour que 

qiland n<l\ ce qui est toujours possible, on voit que (36) est impossible. 

Par <;onséquent on peut toujours trouver un mode de eroissance assez 
Yapide des <f)i pour que, å partir d'une certaine valeur de /, quelles quö 
soient Téquation algébrique (34) et la valeur X,, (36) soit impossible. 
1' ne peut alors étre racine d'aucune équation algébrique. 

2**. Supposons que (34) soit une équation transcendante, et prenons 



^-0 = 00, ^'^^t ' ' ' ' ^'"^r.' • • • ' (^* entier). 



Posons I öo I ) I ^1 1 , • • • , I ^11 1 < ^ (^ entier donné). Pour toutes les 
valeurs de aTo , . . . , a„ satisfaisant a cette' condition, quand /i , • . . , f^ sont 
donnés, on peut encore assigner, quand C ^st donné et non algébrique, 
une limite inférieure de M^i en fonction de -4,/ et 7i, 
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jr 3 n^étant pas une fonction croissante de Ä^n^L Si Ton prend par 
exemple n = 1>^A, on aura 

On pourra toujours prendre ^,^.i et aJT+i^iM-i ^issez grands pour que 
s,,^ < ^^^(w, 72, ??), et (36) sera alors impossible. Si le mode de croissance 
des t^ et ip^ est suffisamment rapide, il y aura impossibilité quel que 
soit A. 

3®. Supposons encore que (34) soit une équation transcendante : pour 



r 

r 



les valeurs particuliéres de C de la forme 6, ou e* (- rationnel) ou tt, on 

pourra encore probablement trouver des limites inférieures precises de ^,^., 
et t^^i par les mémes procédés que ceux employés par nous dans Textension 
des demonstrations de MM. Hurwitz et Hilbert. Nous n*insistons pas. 

Il nous reste ä considérer le cas oti C est algébrique. 

1°. Si (34) est une équaiion algébrique /'(a;) = o, qu'on peut snpposer 
irréductible, on a aux environs d*uné racine \r{x)\<M. Si y=.4, + e, 
est une racine, f{A] -f- e,) = o = f{Äf) + eifi 



nAi) 



\nAi)\ 

kM 



M = 

M et k étant finis. 

D'abord on peut supposer f{Ai) #= o: en effet le module de la difiFé- 
rence entré 2 racines de f{x) = o est limité inférieurement en fonction 
du degré n de f{x) et de d, si tous les coéfificients de f{x) sont <rf; 
il suffira de prendre 

pour que f{Ai) #= o. Alors ■ rrr^ est limité inférieurement en fonction de 

n^d^ly et \si\ aussi: par suite on voit que, quelle que soit Téquation 
algébrique irréductible ä coéfificients entiers considérée, si le mode de crois- 
sance de ipi est sufifisamment rapide il y aura toujours une valeur de / 
pour laquélle notre raisonnement sera applicable, et Y ne sera pas algébrique. 
2®. Si (34) est une équation transcendante, pour toute valeur de 
-4,, M„^i ou -Mi,+i,j est #= o. Le raisonnement qui nous a servi pour le 
cas oti C est transcendant est a peu prés applicable. On aura 
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soit |e.,,| > itf;,., >f„^i , si M^^i 4= o, 

soit |en+i,/|>-MH+,,, >??,+,,„ si ilf, , =o. 

Si le mode de croissance des — et des ^, est suflfisamment rapide, on voit 

SQCcessivement que ces 2 ioégalités sont irapossibles. 

Les resultats ci-dessus peuvent étre resumés comme il suit: 

Théoréme. Soit 

(|oh|> • • • r|«/|» • • • ontiers <E{C)) un nombre exprimé dans le systfeme de 
numération de base C (|C|> O» algébrique ou non, et 

(3 4) ^ c„ ^^' = o, (5>a «ntier), 

o 

une équation algébrique ou transcendante : C étant donné, pour un mode de 
croissance sufiFisarament rapide de ^/ avec /: i®, Fne peut étre algébrique; 

, si r^ = öo> ^i =r » •••' ^«==r ' • •' d^i!» ••, |««|, ••. entiers Ii- 

*i 'II 

mités quelconques), Y ne peut étre racine de (34) quand t^ croit sufiFisam- 
ment vite avec n. 

Remarqne, 11 est bien evident que si, au lieu d'un nombre transcendant 
C, on considére k nombres CJ , Cj , . • • , C> ^^ pourra encore montrer par 
les mémes procédés qu'aucun des nombres Y correspondant å CJ > Ci , • • • > C 

ne peut étie solution d'une équation algébrique ou de ^ — x^' = o, quand 

o " 

^i et t^ croissent suffisamment vite avec I et n. Dans le oas particulier 
o^ Cl , C2 i " ' 1 Ct seraient lies par certaines relations, par exemple 91 ce 
sont des puissances rationnelles de Cd ou des fonctions algébriques a coéffi- 
cients entiers de C^ on pourra aller un peu plus loin. Supposons par 
exemple que C, , . . . , C soient Tensemble des racines des équations algé- 
briques de degré < d dont les coéfificients sont des polynomes a coéfficients 
entiers en Ci de degré <^, les coéfificients de chaque polynome ne dé- 
passant pas d^ en valeur absolue : k est limité en f onction de d ^ å , å^. 
Les limites inférieures de ^/^, et t„^i sont fonctions nön décroissantes de 

Aeta mithematiea. 20. Imprimé le 26 juln 1905. 41 



2*» 
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rf , (? et rfj ; pour Z et w assez grands avec n = I, par exemple, on pourra 
prendre comme limite inférieure une fonetion de n seul. On pom-ra donc 
encore trouvet un mode de croissance sufiKsamment rapide de ^/ et t^ 
pour que le théoréme préeédent reste vrai quand C ©st un quelconque des 
nombres fonctions algébriques de C,. Donc 

Corollaire, Le théoréme préeédent reste vrai pour Tensemble des 
nombres Y obtenus en donnant ä C toutes les valeurs des fonctions algé- 
briques d'un méme nombre ^. 

Il existe ainsi des nombres, les racines des équations algébriques ou des 

équations Hc^x*^ = o (le mode de croissance des 3^ étant donné et c^ 
eroissant assez vite avec n), qui, mis sons la forme 

X^ entier, | a, | , . . . , | a, | , ... < | C\ ne peuvent jamais presenter un mode 
de croissance des ^, qui soit trop rapide, quand on prend successive- 
ment pour C toutes les valeurs des fonctions algébriques d'un méme nombre 
transcendant Ci arbitraire, mals donné. 



VI. 

Nous avons rencontré au § IV une propriété algébrique des équations 

transcendantes Ylc^x''^' = o, Nous ne croyojis pas inutile * d'étudier å ce 

point de vue quelques propriétés algébriques de ces équations et de montrer 
qu'elles förment un cas limite trés-voisin de celui des équations algé- 



' Nous nous contentons d'établir les propriétés relatives å 2^CaX°'*=:0. On a 
pour les équations (l8), (19) et plus généralement 

V c.«*. + r ^ + . . . + V — i=— , = o 

des resultats tout-å-fait analognes. Nous y reviendrons ultérieurement. (Voir Bull. 
Soc. Matb., 190^, loc. cit.) 
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briques, en particulier des équations binömes. Ijes resultat» précédents, 
joints ä ceux de Liouvillk et ä ceux que nous avons obtenus dans une 
note antérieure déjä citée, Tétablissent amplément au point de vue arith- 
métique. 

Nous allons d*abord établir le théoréme suivant: 

Théoréme I. Soit Téquation transcendante 

: a^x) = Z c,x^ = o (®, = ^,q^Xa entiers), 

les c. décroLSsant suffisamment vite quand les a)^ sont donnés. Si les c^ 
sont tous réels et si 0^{x) = o a 2p racines imaginaires et B^q— 2p racines 
reelles, 0{x) =^ o a 2p racines imaginaires et (ö^q-^2p racines reelles cor- 
respondantes distinctes. 

Nous savons déjå que les racines de 0{x) dont le module ne dépasse 
pas le double de la liraite supérieure du module des racines de 0^{x) = o 
difFérent de racines correspondantes de 0n{x) = o d aussi peu qu'on veut, 
et réciproquement pourvu que |^„4.i | soit sufifisamment petit par rapport å c„. 

Soit a + ^i une racine imaginaire de 0{x): quand |^«+i| tend vers o, 
a + fii tend vers une racine a + W de 0n{x). Si 04= o, on a évidemment, 
quand | c^^i | suffisamment petit, /9 #= o. Si 6 = o, il y aura 2 racines 
a + )9i et a — /?/ tendant vers a: alors 0{a + fii) — 0{a — /9i) est nul, et, 
quand /9 tend vers o il en résulte 0\a) = tf^i(a) = o contrairement ä ce 
quon a vu. Donc une racine imaginaire de 0{x) ne peut correspondre 
qu'å une i^acine imaginaire de 0n{x). U y a réciprocité, car soit a une 
racine reelle de 0{x); quand c^^j tend vers o elle a évidemment pour 
limite une racine reelle de 0n{x). 

Le nombre des racines de 0n{x) étant évidemment 0,g, le théoréme 
en résulte immédiatement. 

Les équations ^(^r) = o, que nous appellerons des équations psefido- ou 
quasialgébriqueSf peuvent donc étre étudiées au point de vue du nombre 
de leurs racines reelles comme les équations algébriques. Dans ce but 

nous considérerons seulement le cas oh ö). est entier, le cas oö fii- = — 's*en 

déduisant facilement, et i^ous établirons d'abord le lemme suiyant: 



«— 1 
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Lemme. L'équation ^^(a;) = o, o\x les c, sont réels, a les ©^ — 3 
racines ^^(i + ej , ^,(i +£,),..., ^a>.-a,.Ji + s^-a^^\ ^, , f, , • • • , f*.- 
étant les racines de c^af^""*^" * + c^_i = o, s, ,£,,,.. , eÄ,-«H,_. tendant rers 
o quand c„ tend vers o, ^*o > ^i > ^a > • • > ^»-i ^^^^ donnés. Les racines 
correspondantes de 0{x)^=o sont de la méme forme. 

En effet, soit 

c^e^-"^'' + c,_, = o, 

= c^^ia^s + Cle^ +...) + c„^i^^-(S,_ie + Cl,e' + . . .) 

-4 ne dépend que de fi)^ , ©,_, et e et reste fini quand e tend vers zéro. 
Cette équation donne alors 

e — 



et est satisfaite par une valeor de e qui tend vers o quand c^ tend vers 
o, car ^ croit alors indéfiniment et fi)^_i > S^_, . 

Il ny a plus qu'a appliquer les lemmes du § IV. 

c. q. f. d. 

On en conclut de suite le théoréme suivant: 
Théoréme n. Soit Téquation 

0{x) = Hc^X^ = o 

oö ®„ est entier: si le mode de décroissance des c^ est suffisamraent rapide, 
on obtiendra le nombre des racines reelles ou imaginaires de 0{x) = o 
qui correspondent ä cellos de ^h(^) = o, et méme une valeur approchée 
de ces racines en déterminant celui des équations binomes ^ 



* On a ici un exemple net, d-jns un cas limilet de PinflueDce de la croissance de^ 
coéfficients d'une fonction entiére sur la croisdaxice des racines. 
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et les racines reelles ou imaginaires de ces équations: å chacune de ces 
demiferes correspond une racine de 0{x) qui est en méme temps reelle ou 
imaginaire. 

En ejffet, soit $ = p{cos^ -i- iBin^) une racine imaginaire de 

c^x^-^^ + c.„, = o. 

On a 

kjc . . Jen 
C08 (p = C08 , Sin C? = sm , 

k étant un entier pair ou impair suivant le signe de c»c„_i. Pour une 
valeur donnée de n et de a>,, cosf? et sinj^ sont finis et f(i + ^) ©st 
imaginaire avec f quand c, est sufiKsamment petit. Si f est réel, c ( i + ^) 

a son module compris entré t et Ä;^ (A fini > i, et voisin de i). D'autre 

part, si c^c„_i<o, il y a une racine reelle quand Sy^ — 0„_i est impair, 

••-1/ Cn—\ • Än— c»i»~l / 

y ; il y en a 2 quand S^ — a>»_i est pair, + y 

c, c„_i > o il n'y en a qu'une, si a>« — ciJ^_i est impair, y ^^ . 

Or, si Ä;> I, 

^-(i)=^4r+''-(ir+-- 



OHi— W»— 1, 



— c„_i 



Si 






(P^Qj et 0n{f^) sont de signes contraires, et ^^ ( re) = a une racine reelle 

au moins comprise entré t ot Äf , quel que soit le signe de f . 

Si lon considére alors les racines reelles distinctes c',c", ... des 
équations binömes 

Cn ^'''-'^-' + c,-i = o, c,_, f^— --« + c.,, = o, . . . , 

on peut toujours choisir un mode de décroissance assez rapide des coéffi- 
cients c„ pour que parmi les quantités f', f", ... il ny en ait pas deux 
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comprises entré k^' et j- , k^" et y- , . . . , ces intervalles n'empiétant pas 
les uns sur les autres. Il en résulte qu'aux o), — a>,_i racines de 

correspondront 0„ — S^_i racines de ,0 voisines et en méme temps reelles 
ou imaginaires. 

Le théoréme est alors vrai pour 0^{x) = o; on sait que tf^,(^) a Sj 
racines vosines de celles de . 0^ et £é>, — 0, voisines de celles de 

c,^**-*» + Cj =o. 

Le théotéme est vrai pour, (P, ; et ainsi de suite. c. q. f. d. 

B^emarqtke L II serait intéressant d'étendre ce qui précéde aux séiries 

de la fonhe Sc^P,, oii les P„ sont des polynomes de degres 5), croissants 
ou des fractions rationnelles. 

Bemarque IL On pourräit aussi considérer les équations STc^rc*^ = o, 

oti les k-}- l i^" coefiEicients sont absokiment arbitraires: les transoendantes 
correspondantes ont pour limite les racines des équations algébriques géné- 
rales quand c^^,, , c^+j , . . . , tendent vers zéro. 

Théoréme m. Si le inode de décroissance des c^ a partir d'un quel- 
conque d'entre eux est suffisamment rapide, Téquation 0{x) = o n'a aucune 
racine algébrique. 

Supposons que 0{x) = o ait une racine commune fo avec une équa- 

tion algébrique donnée irréductible 

' -] ' 
f{x) = Ä,x'+,.. + A^. V.' 

Nous supposons ici que |-4^| , j^J , . . . , |^^| et ^ sont des entiers <. 
A étant donné. 

4>n{a}) différe de o d'une quantité qui est d'autant plus petite * 
^n+i ©st plus petit par rapport a c^ , Cj , . . . , c„, et tend vers o quand 
tend vers o. Cherchons le plus grand commun diviseur de (P««i(ic 
f{x) d*une part, 0n{^) ©t f{x) d'autre part, en supposant les a>„ er 
^ fi>ji-i>i>- On a 
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P, = Q,P, + P„ 



Donnant å o; la valenr co, on aura soit 

^«-i(ö>) 4= O, soit 0^{€o) + 0. 
Si 0H_ 1 (ft>) =4= o, le systéme précédent d^égalités donne -Pji+i W * o öt 

^ ne dépend pas de o) et est line constante, car réqoation f{x) = o étant 
irréduetible, on ne pourra avoir Px^i{x) =# Cf{x) (Cconst.) que si Px^i{x) = 
const., c. å. d. que si <1^«_i(ö>) =# o, et réciproquement. 

Si (p,(iw) =4= o, ce sera Px'^i{a)) qui ne dépendra pas de ö>. 

Finalement on aura 

soit Pi'+i = r(^o, •••, ^1., •••,^p,l>), 

ip ei X étant des fonetions parfaitement déterminées pour un mode de 
croissance donné des ^i , . . . , £0» , . . . . 
On aura alors 



(37) 



soit Pj,^^ >^^x{c, , c, , . . . , c._i , A\ 
soit PJ.+i > Xiip^ , ^1 , . . • ,^« , ^), 

^1 ^^ >^i pouvant toujours étre considérées comme des fonetions non crois. 
santes de A. 

Or si c. est sufFisamment petit par rapport å c^_, , <l?«_i(tt>), quand il 
n'est pas nul, est aussi petit qu'on veut, par suite aussi Pj , P, , . . . , Pjt+i. 
On est alors conduit pour les valeurs de c^ inférieures a une certaine limite 
a Timpossibilité de la premiére des conditions (37). Ne donnant a c^ que 
ces valeurs, on voit encore que, si c„^.l est suffisamment petit, la 2*"* des 
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conditions (37) est également impossible. Prenons alors -4 = w, et dé- 
terminoDS la suite des c^ de fagon que toutes les conditioDS analogues å 
(37) soient vérifiées, on obtient le théoréme en question, car quel que soit 
réquation irréductible f[x) = o, il existe toujours une valeur de n å partir 
de laquelle on peut raisonner comme ci-dessus. c. q. f. d. 

Il est a remarqucr que ce raisonnement laisse entiérement arbitraires 
les I®" coéfficients ^o> ^1 > • • • > ^a> ^ étant arbitraire, mais donné. Si alors 
|<^*+i| öst sufifisamment petit, et si les |6'^| décroissent suffisamment vite 
pour n>^k, a y 2L (ök racines de 0{x) = o aussi voiednes que Ton veut des 
Bjt racines d'une équation algébrique a coéfficients rationnels absolument 
quelconques. Les nombres transcendants dont nous établissons ici Texis- 
tenco peuvent donc étre considérés comme ayant pour limite les nombres 
algébriques. 

Enfin nous établirons encore le théoréme suivant: 

Théoréme IV. Si le mode de décroissance des c„ a partir d'un qnel- 
conque d 'entré eux est suffisamment rapide, Tensemble des racines des 
équations 0{x) = o correspondantes renferme un ensemble qui a la puis- 
sance du continu et qui ne contient que des nombres transcendants tous 
distincts des nombres X. 

Supposons que 0{x) et V{x) aient une racine commune co, et 

•• •• 

0{x) = 'Zc,x"' = o, V{x) = 'Zc[xr- = o. 

CherchoDS le plus grand commun diviseur de <^.(^) et ^,(<r). On a 



Supposons (O de module <A. On a 
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On peut toujours prendre c^^., et f^^, assez petits pour que |f.(^)| et 
|^.(ai)| soient aussi petits que Ton veut, plus exactement soient inférieures 
a £ donné a priori: |-Pa+i{ä>)| doit alors étre <6,, e^ étant aussi petit 
qu'on veut. 

Deux cas sont å distinguer: 0^ et ^^ ont un diviseur commun ou 
n'en ont pas. S*ils n 'en ont pas, le module de leur résultant P^m ^ ^^e 
limite inférieure L: en pronant L> s^ on a une impossibilit^. Donc ils 
en ont un et leur résultant est constamroent nul quel que soit n. Par suite: 

Si le mode de décroissance des |r. |, dés que n>k^ est suffisamment 
rapide, deux des équations = o, (f' = o ne peuvent avoir une racine 
commune de module < ^ (^ fini) que s'il en est de méme de ^, = o et 
(P*, = o, dés que n> k. 

Considérons d'abord les équations 

(38) 0{x) = 1 + r,ir + c x^ + . . . = 9. 

Prenons 

^1 di ^1 1 ) • • • > 

'1 > ^j )••• )'«)•• • nombres réels croissants déterminés, avec 

<!=--, tn>io\ -(w>i), «i, »a, ... = + I. 

Ces équations auront toutes une racine reelle de module compris entré 
o et I, ear ^(0)= i, tandis que 

0{x) — I = + a;(io + c^x±., .), 

et 

1 1 o + r, a; + . . . I > I o — Y^ — -J^^ — . . . > 9 , 

en sorte que soit ^(+ 1), soit 0{ — i) est n^tif. 

Prenons alors -4 = i , et considérons 2 équations 0{x) et 9^{x) de 
la forme (38). 

Les équations i — ioa: = o et i + ioa? = o n'ont pas de racine com- 
mune, contrairement a ce qui doit étre, si /, est suffisamment grand. Si 
donc et 9' ont une racine commune de mod < i , les 2 valeurs de c^ 
sont les mémes. 

Ada nuUlumatiea. 2H. Tmprimé le 22 Juin 1905. 42 
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Les - équatiönfi i + ^i^ + ^,^* = o, oix les c^ ont une méme valeor, 
n'oiit pas de raoine comiQune contrairement a ce qui doit étre, si t^ est 
saffisamment grand, a moins qu'elles ne coincident. Donc pour et W 
les valeurs de c^ sont les mémes. 

Et ainsi de suite. 

Nous vérifions finalement que Tensemble d'équatiöns (3S) est un en- 
semble d^équations telles qu*å chaque équation correspond au moins une 
racine reelle de mod < i, ces équations n'ayant 2 å 2 aucune racine reelle 
de mod < 1 commune. 

L*ensemble de ces équations a d*ailleurs la méme puissance que Ten- 
semble des nombres 

3 ^ ? ^ 3' ^ • • • ' 

oö ötj , a, , a, , . . . peuvent prendre les valeurs i et 2 de toutes les ma- 
niéres possibles^ c. a. d. a la puissance du continu.^ H en est de méme 
alors des racines reelles de mod < i de ces équations. 

On est, de plus, sftr que cet ensemble est formé exclusivement de 
nombres transcendants,* d 'apres le théoréme III. 

La méme méthode peut servir pour obtenir un ensemble C formé 
exclusivement de racines transcendantes voisines des racines d'une équation 
algébrique donnée quelconque (a coéffic^ents rationnels) 

P[x) = a^ + a,flj + • • • + <^k^ = O- 
On considérera 

P{x) + c.^.x'^' + c,^,x^^' +. . . = o, 
oti 

— M ^ — ±J_ 

tjt^i suffisamment grand, <*+j<-^, 



• • ■ • 



' BOBEL, LeQona 8ur la théorie des fonctionst p. 33. 

* L^ensemble des nombres od a^ , a, , . . . prennent toutes les valeurs 

entiéres i , 2 , . . . , 9 contient bien un ensemble de nombres transcendants ayant la 
puissance du continu, comme l*a montré M. Borel, mais ii ooutient aussi des nombres 
algébriques. 
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ESSAIS SUR LE CALCUL DU NOMBRE DES CLASSES DE FORMES 
QUADRATIQUES BINAIRES AUX COEFFICIENTS ENTIERS 



PAR 

M. LERCH 

k FRIBOURO. 



Introductlon . 

I. Le present mémoire a été cotnposé d 'apres les notes manuscrites 
qui m'ont reste en rédigeant mon mémoire du méme titre auquel TAca- 
démie des Sciences de Paris avait accordé le grand prix ponr 1900; ^ å 
défaut d'une copie exacte, il en différe par le style et peut étre méme en 
matiére tans qu41 s'agit des détails secondaires. Son objet est d^exposer 
certaines formules qui se rattachent å la théorie des formes quadratiques 
aux coe£Picients entiers telles que 

ax^ + &^y + ^' ou bien (a , & , c). 

J'appellerai équivalentes deux formes (a, 6, c) et {a\b\ c') lorsqu'elles 
sont proprement équivalentes dans le sens de GrAUSS, c^est a dire, si Ton 
peut passer de Tune å Tautre en effectuant une substitution linéaire aux 
coefKcients entiers et au déterminant egal a plus un (a; = oa?' + py\ 

Pour des formes équivalentes Texpression D = 6* — ^ac a la méme 
valeur; on Tappelle le discriminant. 



' Le probléme mis en conconrs a été pose comme snit^ Perfeclionner en quelque 
point important la recherche du nombre des chsses de formes quadratiques å coefficients 
entiers et de deux indéterminées. 

Ada mathmnaika. 29. Tmprfmé le 22 juip 1905. 
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Les discriminants sont alors des nombres entiers, positifs ou négatifs, 
qui satisfont ä Tune ou Tautre de deux congruences 

D = I , D = o (mod 4). 

Reciproquement, tout entier qui satisfait ä une de ces congruences est 
le discrirainant d^une infinité de formes. Nous exclurons cependant le 
cas ou D serait un carrc parfait, car dans ce cas la forme quadratique se 
décompose en produit de deux formes linéaires. 

L'ensemble de forme, en nombre infini, . équivalentes entré elles, 
s'appelle une classe de formes. Pour un discriminant donné les formes se 
distribuent en un nombre fini de classes. Ce nombre des classes est une 
fonction arithmétique du discriminant; son calcul effectif présente des diffi- 
cultés matérielles qui augmentent avec la^ grandeur du discriminant; Tobjet 
de nos recherches sera de diminuer ces difficultés pour rendre le calcul 
réalisable. 

Dans la solution de ce probléme on peut se bomer ä certaines re- 
strictions qui n'altérent pas la généralité du probléme. 

Le plus grand commun diviseur d des trois coefficients a^bjC est le 
méme pour toutes les formes d'une classe; les quotients 

^=^' *=^' ""-r 

seront alors les coefficients d'une forme (a', b\ c') du discriminant^ 

u - ^, • 

IjCs classes de formes admettant le diviseur d sont donc ramenées aux 
classes de formes primitives d'un discriminant raoindre -^ ■ 

On appelle primitives les formes et les classes correspondantes qui n'ont 
aucun diviseur plus grand que un. 

On peut se borner a la détermination du nombre des classes primitives 
correspondant ä un discriminant donné. Cest ce nombre-lä que je dé- 
signerai désormais par Cl{D)^ si le discriminant D est positif. 

Pour les discriminants négatifs on peut al ler plus loin; dans ce cas 
le signe des coefficients extremes a et c reste le méme pour toutes les formes 
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d*une classe. On peut se bomer å la détermination du nombre des classes 
primitives et positives (pour lesquellos les dits coefficients sont positifs),. 
oar les classes negatives qui restent sont au nombre egal. 

Je désignerai alors par Cl{ — A) le nombre des classes primitives et 
positives du discriminant négatif — A . 

2. Dans les oeuvres de Gauss et de Dirichlet ont été considérées 

les formes telles que 

ax^ + 2bxf/ + (*y^i 

de sorte que le coefficient moyen 26 est pair; le nombre w == ft^ — ac 
s'appelait le déterminmtt de la forme; on était obligé de distinguer entré 
les formes proprement primitives et les formes improprement primitives; 
ces derniéres ont 2 pour leur plus grand diviseur. 

Dans la théorie que nous acceptons qui est plus ancienne et qui a 
été reprise par Kkoneckeu les formes proprement primitives du détermi- 
nant n ne sont autre chose que les formes primitives du discriminant pair 
I) — 4/1. 

Les formes improprement primitives du déterminant n s'obtiennent en 
multipliant par deux les formes primitives du discriminant n. 

Par ces remarques-Iå la correspondance des deux théories, classique et 
möderne, est complétement caractérisée ; la différence n'est pas grande, ce- 
pendant la simplification qui régne dans la théorie möderne et qu'on doit 
a Kroneckek, mérite Tattention. Il ny s'agit pas, en réalité, des fait 
nouveaux, la modificåtion n'a qu'une portée méthodique mais considérable. ^ 

Pour la détermination du nombre des classes on a le procédé de ré- 
duction dfl å Lagrange et ä Gauss, puis les formules directes que la 
Science doit å Lejeune-Dihichlet; c^est en nous appuyant sur les dé- 
couvertes de ce grand géométre que nous sommes parvenu a des méthodes 
moins simples en théorie mais plus expéditives dans la pratique. 



^ La théorie de Kronecker se trouve exposée dans rexcellente oeuvre dn savant 
Pére J. de Séguier, S. J. : 

Formes quadraiiques et muUiplicatlon complexe. Deux farmiUes fondamentaks d*aprés 
Kroneckc. Berlin, Felix L. Dames, 1894. 

La conDaissance d'une partie de ce livré est indispensable pour le lecteur do co 
mémoire. 



336 M. Lerch. 

Sauf ces méthodes on posséde des théorémes d'une rare beauté qui 
résultent directeinent des recherches de Legkndre et de Gauss sur la re- 
presentation des nombres par la somme de trois carrés et qui ont été 
mis sous la forme analytique par Kronecker.* Cet illustre savant les a 
obtenus comme conséquenees des équations de la théorie de la multiplica- 
tion complexe des fonctions elliptiques, tandis qu'une déduction directe et 
relativement élémentaire des resultats en question est due å Hermite.' 
Il me semble que cette derniére voie, intimement liée avec une autre 
création féconde de ce grand géométre, celle de Télément simple des fonc- 
tions elliptiques de troisiéme espéce, puisse mener ä des connaissances 
nouvelles, vu la circonstance que la dite transcendante foumit Tévaluation 
des sommes de Gauss. 

Les théorémes de Kronecker ont donné naissance aux nombreuses et 
importantes recherches de plusieurs géométres, et toutes ces découvertes 
rendraient d'excellents services s'il »'agissait de dresser une table de la 
fonction Cl{ — A), mais elles abrégent peu les calculs lorsqu'ils s'agit 
d'obtenir le nombre des classes pour un déterminant isolé, la réduction 
allant par grands nombres voisins au déterminant donné de sorte qu'il 
faudrait reprendre un grand nombre de fois la réduction pour descendre 
aux petits arguments pour lesquels la fonction est connue. La recherche 
directe des formes réduites serait en tout cas plus expéditive, et c'est donc, 
sauf dans leur fécondité, dans le röle qu'ils vont jouer dans Tarithmétique 
de Tavenir que repose Timportance des découvertes de Kronecker et de 
ses successeurs. 

3. Pour faire ressortir clairement la signification des difFérents sym- 
boles dont nous aurons besoins, je vais rappeler succinctement quelques 
notions et théorémes connus, en renvoyant pour leur demonstration au 
livré de M. de Séouter. 



' Uber quadratische Formen von negaiiver Determinante. Monatsberichte der 
kön. prenss. Akad. der Wissenschaften, 1^75- 

' Sur la théorie des fonctions elliptiques et ses applicatiovs d V ariihmétique (JourDal 
de Lionville, 1862), puis: Sur quelques conséquenees arithmétiques des formules de la 
théorie des forichons elliptiques (Mélauges math. et astron. tirés du Bulletin de 
TAcad. de St. Pétersbourg; réimpr. Acta, 5). 
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La signification du symbole de la théorie des résidus quadratiques 
appelé le signe de Legendre 

a subit sons les mains de Jacobi et de Kronrcker des modifications dont 
voici la forme définitive. 

m y n étant deax entiers on pose 

1°. f — j = o s'ils ont un diviseurs commun plus grand que Tunité; 
2°' Si n est impair et 



v»^»'/ 



n = ppp . . . 
sa décomposition en facteurs premiers, on prend 



e)=(7)(7)(?)-^ 



3°. Si n est pair et alors n = 2"w', n' étant impair, on prend 

r \ / v / ^ \ /> / \ 



C) - (^') - (m) (5) ' 



4°. On convient de prendre 



(") - fe)- 



Dans cette généralité le s3nfnbole perd eertaines propriétés dont il a 
joué dans le sens primitif de Legendre et de Jacobi; mais il les retient, 
si le »numérateur» m est un discriminant. 

Je rappelle en particulier que Ton a 

1°. Pour un discriminant positif 1) 

(^) = (^)' '^ ^n = ±m' CmodT)); 
par exemple 

\m) ~ \D — m)' 

Aeta mathåmaiiea. 2(). Iraprimé le 1 avril 190r». 43 



å 
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2^ Pour un discriminant négatif D =^ — A 



(—^) = (-;;^) sg^- (^^'), si f» = w' (mod A) ; 



si, par exemple, o < m < A , on aura 



ou bien 



\ m / \ft» — A/ 

\ m ) ~ \A — W* 



L'équation 



0=(5). ^?°. 



ife>o, 



n'a lieu qae ponr des discriminants impairs Z>, m étant quelconque. 

Si ensuite D, et I>, sont deux discriminants de signes quelconques 
mais premiers entré eUx, on a 

/D\/D\ i:H^/),i— gn./), 

de sorte que ce prodoit est egal å -f ^i si ^^^ ^^ moins des deux discri- 
minants est positif. 

Pour tous les discriminants on a la relation 



£(5)^0, (D^o). 
»fel ' 



Cela est evident, si D est négatif ; si D est positif, cette relation revient 
å la suivante 

Ensuite, pour D positif, 



£(^)n-o. (l»o); 



• $ 



340 M. Lerch. 

En séparant les deux cas Dq> o et -Do = — ^o < o, on a en par- 
ticulier 



^ /'DA 2hm7i /DA,— 



D.-1 



w-s /DA . 2hm7r 



** *C08— T — = 0, 






J.-1 



i:m'"'^=(^)^s- 



4. Ces préliminaires rappelés, nous passons a énoncer les r&ultats 
classique trouvés par Lejeune-Pirichlet pour évaluer le nombre des 
classes. En reprenant récriture de Kroneckee, nous ferons correspondre 
a chaque discriminant négatif D le nombre t qui est egal a 6 potir 
D = — 3, puis r = 4 pour D = — 4 et r=2 pour D < — 4. 

Dans le cas de discriminant positif on est obligé d'introduire la soZii- 
tion fondamentdle de Téquation de Fbrmat 

r«_DCr» = 4; 

c*est le couple des plus petits nombres positifs T , U qui satisfont a cette 
équatiöti. On pose, pour abréger,* 

l±pl = E(D), 

et les resultats de Dirichlet s'écriront comme il suit 

»•al ' 

(2) Cl{D)logE{D) = ±{^)^. 



^ Gette écriture n'est pas .d'aillears tres bien choisie, le symbole, J?(a;) ayant 
déjå une signification généralement acceptée. 



Calcul du noinbre des classes de formes quadratiques binaires k coefiFicients entiers. 341 

DiRiciiLET lui-méme effectua la sommation de ces series dans le cas des 
discriminants fondamentaux soas forme finie et, apres les modifications né- 
cessaires, ses resultats se résument par les deux équatioDs 



(3) 



(4) 



»"1 

Cl{D)logE{D) = -£(?) log sin ^ 



(2) et — A étant des discriminaiits fondamentaux). 

Théoriquement ces resultats elegants ne laissent rien a désirer, mals il en 
sera autrement si Ton veut s^en servir dans la pratique oix leur emploi 
devient extrémement laborieux. 

DiKiCHLET a trouvé lui-méme, pour des discriminants négatifs, des 
formules plus simples, dont la recherche lui a été indispensable puisque 
il a voulu mettre, dans les signes de Legendke, le discriminant au dé- 
nominateur. 

Ses resultats, présentés soiis la fa^on de la théorie de Kuoneckeh, 
s'expriment par les formules suivantes: 



(5) 



'- a{- 47>), 



f© 



- I (r) = i ^^(- «^). 

IM . 

I ( 



-A 



= i Cl{- 8 A). 



Nous retrouverons ces formules du grand géométre comme conséquences 
immédiates de deux relations (équivalentes d'ailleurs) plus générales que 



voici : 
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(6) 



2:(=^)2:(?)=i«(-^^). 

'-^^J /n\ L"^J / A \ 



ou Ton suppose que 2) et — A soient deux discriminants fondamentaux, 
le premier positif, le second négatif. 

Les exemples des discriminants — 559 = — 43 -13 ©t 1159 = — 59.21 
que j'ai traités dans le texte, font voir que Temploi des formules (6) pré- 
sente Tavantage sur la recherche directe des formes réduites, tandis que 
lemploi de la premiére des formules (5) devient matériellement impossible. 

Mais ce procédé ne foumit une méthode applicable que pour des 
discriminants composés, contenus, bien entendu, dans certaines limites. 

Si A est premier, la difficulté subsiste, et il faudra chercher une 
autre voie. Dans certaines limites la formule suivante qui est également 
exacte pour tous les discriminants fondamentaux pourra étre utile: 

(7) S (=r) = ^ } ^- ^^(- ^)- 

Dans d'autres cas on pourrait recommander Temploi dos approxima- 
tions analytiques qui se présentent véritablement en foule et dont voici 
les exemples les plus simples: 

oii u signifie uno quantité positive arbitraire pour laquelle on prend le 
mieux Tunité; 
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oö on prend le mieux u = ^2A> 

(lo) ^a{-A)^y(^^etge'^ + -J-^y(^- '- , 

1 1 cos nyp — 



(..) (I_.)a(-A) = rt(:^)^^ li{=^)^ 



e v^ — I ' e-V4 — I 



en différentiant et prenant k= i , on en déduit 

L'emploi de ces développements devient antänt plns commode, si Ton 
connait un facteur du nombre cherché Cl\ — A). La distribution des 
classes en genres fait voir que (pour des discriminants fondamentaux) ce 
nombre sera diyisible par 2"^"^ si A contient B facteurs premiers diffé- 
rents. Au méme but peuvent servir les congmences suivantes qui corres- 
pondent aux discriminants formés de deux ou trois facteurs premiers et 
dont la premiére est due a M. Hurwitz: 

(13) C'/(-i>g) = I - (I) (mod 4), 

(jp et g étant des nombies premiers). 

(14) »Si les trois nombres premiers PyQ^r sont congrus ä moins un 

pour le module quatre, on aura 

Cl{ — pqr) = 4 (mod 8), 



SI 



mais 



m = (?) - (?)• 



Cl{—pqr) = o (mod 8), 



si cette derniére condition n'est pas remplie.» 
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(15) »Supposons p = q^ — r^ i (mod 4), alors on a ou 

© = (r) "* CT(-l>r)^(i-0))'(niod8) 



OU bien 



(f)=-(r) «* Cl{-pqr) ^ 2(^1 -(^^ {mod S). 



Pour les discriminants positifs Temploi de la formule de Dirichlet 
est encore plus pénible; Kronbcker a réussi de combler cette difPiculté en 
la ramenant ä la recherche des formes réduites d'un discriminant négatif. 
Pour rappelei* le celebre resultat de Tillustre géométre je pose * 



»m « 



H{to) = e" n(i— e'"-""'), 



n-l 



{O étant uu quantité a partie imaginaire positive. 

Etant donné un discriminant fondamental et positif D, choisissons 
un discriminant fondamental négatif — Aj, premier avec le précédent, de 
sorte que le produit — A = — A^D sera aussi un discriminant fonda- 
mental. 

Cela étant, déterminons un systéme complet de representants * des 
différentes classes positives du discriminant — A que je désignerai par 
(a , 6 , c) de sorte que ^ac — 6* = A . Pour une f orme (a , 6 , c) les signes 
de Legendre 



( mA \ 

\a«" + bzy + ey^J 



ont une valeur indépendante de a? et y pourvu que Tentier ax* + bxy + cy* 
soit premier avec A. En convenant de designer ce signe invariant par 



\a, 6, c/' 



^ D'aprés M. Dedekind on se sert du symbole ?;(ai); mais la lettre tj ayant été 
employée par Weierstrass dans une signification toute dififérente, je préfére une ^criture 
nouvelle. 

' Eeprésentant d'une classe s'appelle une forme quelconque y appartenant. 
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qui, pour des discriminants composés, pourrait simplifier le calcul dans des 
cas nombreux, si Ton disposait d*une table soigneusement construite des 
polynömes Y et Z, 

En passant sous silence certains détails que nous avons trouvés ou 
retrouvés sur les fonctions Y{x) et Z{x) et qui se trouvent exposés au 
chapitre III, le lecteur trouvera dans ce qui suit les formules directes pour 
le calcul du nombre des classes d'un discriminant positif formamental, å 
savoir 

(.8) CW ,0g ^(B, _?!£(£) i fe-ä.+ t{^) Je-^, 



'Dm 



u signifiant une quantité positive arbitraire, pour laquelle on prend le 
mieux Tunité; puis 



mur 

oo ~" 



e + I I — e 

oii on peut prendre u = y/iD ; et enfin 

(2o) ia(i))iog^(Z)) = ?/f(f)^.-|:(^)iog(x-r-^0 



D\ 1 I 



1 ^ ' 



m ^^. 



e — I 



oix il se recommande de prendre u = sjD . A cause de présence de la 
somme 



%m' 



laquelle est d'ailleurs égale a Texpression plus simple 



1-1 
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cette demiére formule ne peut étre employée que pour les valeurs de 
T) assez modérées. Mais les deux autres formules sout assez commodes, 
puisque le facteur \o^E{D) est souvent de méme grandeur que y'D. 

Plusieurs de nos resultats ne présentent qu'un intérét théorique. 
Telles sont par exemples les équations obtenues au /'' chapitre dont je 
veux rappeler un 

Cl[B, A . . . B,) 

=(-)-:f©i'®)..,i'(B-(*-+^+...H-i) 

oä Dl , Dj j . , , y D^ sont des discriminants fondamentaux dont 21; + i- 
négatifs, puls généralement Aa = |-Da|- 

Notre mémoire se termine par certains développements semiconvergents. 
Nous n*y avons pas développé nos recherches analjrtiques qui intéressent la 
théorie des modules singuliers et ne s'appliquent pas au probléme parti- 
culier qui nous occupe. Je me reser ve dy revenir dans une autre occasion 
et me contente de signaler les resultats suivants, d*un genre différent: 

Heprésentons par 91 (a;) le plus petit reste positif de la quantité reelle 
X et posons pour abréger 

m-l 






Cela étant, prenons un entier positif arbitraire r et posons 



( 



T+ Uypp y _ t + uy/D 
2 / "" 2 



en supposant que D soit un discriminant fondamental positif, et T , [7 la 
solution fondamentale de Téquation de Fbrmat. 

Concevons maintenant un systéme complet de representants (a , 6 , c) 
des différentes classes du discriminant 2), choisis de la sorte que a soit 
positif; alors on aura 
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Si en second lieu D est le produit de deux discriminants négatifs fonda- 
mentaux — A^ et — A, , auxquels correspondent les nombres r^ et r, 
autrefois représentés par r, on a 



CHAPITKE I. 



I. Le point de départ de notre exposition est Téquation fondamen- 
tale de Dirichlbt. Soit D un discriminant quelconque, D^ le discriminant 
fondamental qui lui corresponde de la sorte que D = DqQ*^ Tentier Q 
devant se réduire ä Tunité, si le discriminant donné est fondamental. 

Notons par {a ,b,c) les representants des différentes classes de formes 
primitives du discriminant Z), en convenant de ne considérer que des classes 
positives dans le cas de discriminant négatif, et supposons que Ton a choisi 
les formes ou a > o. 

Posons ensuite r= i pour 7)>o, r=6 pour D = — 3, r=4pour 
D = — 4 et T=2 pour I) < — 4. 

Cela étant, Téquation de Dirichlbt s*écrira comme il suit 






-^ttm)n^-y 



Pour i\z) on peut prendre une fonction quelconque qui assure la 
convergence absolue des deux series ä double entrée; quant au second 
membre, les conditions sommatoires sont évidentes, et au premier, il faut 
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aient une valeur commnne Sj différente de zéro, on aurait dass la formule 



litmo"^^ 



une expression sons forme finie et pnrement arithmétiqne du nombre des 
classes du discriminant D. 

Or on ne connait aucune fonction de Tespéce anoncée et pour parvenir 
å la détermination du nombre des classes on est obligé de faire usage des 
raisonnements analytiques, étrangers a la théorie élémentaire des nombres. 

Nous choisirons une quantité positive X et prendrons 

F{z) = I pour z<X, 
F{z) = o pour z>X] 

nous diviserons alors par X les deux membres de la formule (i) et pas- 
serons ä la limite pour X infini. 

Pour une forme (a , 6 , c) fixe, la somme 

revient a un entier, nombre des combinaisons m , n qui remplissent certaines 
conditions. La recherche étant plus facile lorsque ö = i , je commence 
par traiter le cas d'un discriminant fondamental. Dans ce cas la quantité 
N{X) n'est autre chose que le nombre des points aux coordonnées entiéres 
et différents de Torigine qui satisfont ä la condition 

ax* + 6ay + cy*< X, 

ä laquelle, dans le cas de discriminant positif, s'ajoutent encore les deux 
soiyantes 

^>gyy y>o. 

Cette representation géométrique de la question nous permettra d'obten 
facilement la limite du quotien N{X) : X pour X infini. 

Pour y parvenir la distinction des deux cas est nécessaire et je co 
mence par Thypothése 

1^ JD = — A<o. 



Calcal da nombre des classes de formes qxiadratiqaes binaires å coefficients entiers. 35 1 

La qaantité N{X) sera alors le nombre des points aux eoordonnées entiéres 
placés dans Taire de Tellipse 

ax* + bxy + cy' = X. 

Le quotient N{X):X sera egal a la surface somme de ^^(X) carrés ayant 
pour cötés la longueur commune =, Construisons les points aux eoor- 
données 

ils se trouvent évidemment dans Taire de lellipse 

(a) a$' + b^ + C7i'=i 

et les ^^(X) carrés en question peuvent étre disposés de la sorte que les 
points (f , 7J) deviennent leur centres. Ils rempliront simplement toute 
.raire de Tellipse dont Téquation est (a), si Ton ne compte pas une region, 
tres mince pour grandes valeurs de X, qui entoure le contour (a), et si 
Ton néglige le carré ayant pour centre Torigine. 

La limite pour X infini du rapport ^^(X) : X sera donc exactement 
Taire de Tellipse donnée par Téquation (a) et sera exprimée par Tintégrale 
double 

que je représente par J. 

La condition de limites pouvant s*écrire 



{20$ + hjY + Ari* <4a^ 



je pose dans Tintégrale 






ce qui donne 



J-^-^IfäväC, c + :?'<§ 
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L'intégrale étant ainsi ramenée å celle qui exprime Taire du cercle 

ayant la quantité y%r pour rayon, on conclut 

j \/ A 4<*^ 2;r 

"" 2a ' A "" y^A 
ou bien 

en supposant 2) = — A , ^ = i . 
Soit en second lieu 



v/Ä' 



2° D>o, (?=i. 

Les coordonnées entiéres x ei y des ])oint8 que nous devons considérer 
satisferont alors aux conditions 

aa;' + 6ay + (y»<JC, x>gy, y>o, 



et si nous posons 



« ^ y 



les points (cjiy) se trouveront dans Taire limitée par Thyperbole 

(^* + b$7] + cyj^ = I 

et par les deux droites ^ = o, ^^=^ gyj. 

En construisants les carrés du cöté egal a -^ ayant leurs centres aux 

différents points f , tj dont nous venons de parler, leur surface totale sera 
précisément égale a la quantité N{X) :X. Or les dits carrés remplissent 
simplement Taire de la figure dont nous venons de parler, si Ton ne compfe 
pas une bände tres mince pour X tres grand. II s'ensuit que la liraite 
pour X infini du quotient N{X) : X sera donnée par Tintégrale double 

La premiére des conditions de limites s^écrivant 
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donne le resultat 






d'oii la formule cherchée 



N{X) I , T + Us/D 



lorsque D > o, ^ = i . 

Pour traiter le cas general oik D n est plus fondamental nous aurons 
besoins de la fonetion numérique fi{n) introduite par Moebius; ^ elle est 
égale å zéro, si n admet un diviseur carré plus grand que un, mais 
fi{n) = ( — i)*^, si n se compose de ffi facteurs premiers différents; enfin 
/i(i) = I. Cette fonetion jouit de la propriété qui s'exprime par Téquation 

oö d parcourt tous les diviseurs du nombre n> i. 

Si w = I , la somme se réduit au terme unique dont la valeur est 

Cest au moyen de cette propriété qu'on vérifie Tidentité suivante qui 
est tres importante 

et dans laquelle d parcourt tous les diviseurs de Q et f{z) signifie une 
fonetion quelconque qui assure la convergence des series que la formule 
contient. 

Enfin, pour obtenir Texpression de Legendre 



( «! ] 

\am* + bmn + en*/ 



sous une forme plus simple, je suppose les representants (a , 6 , c) choisis 



' Cette notation est maintenant presque généralement adoptée; Krokecker s'est 
servi da symbole e» au lien de //(n). 
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de sorte que 

— A étant un discriminant négatif general (A = A^^'). 

Lorsque le discriminant D est positif, notre quantité N{X) est égale 
a la serie a double entrée 

N{X) = f; £ (S^(«'~' + bmn + cn'); 

en lui appliquant la méthode de transformation tirée de la relation (2), 
nous aurons d'abord 

iV(X) = r «(rf) r Z F(ad'm* + bdmn + cn\ 

La condition sommatoire dm>gn peat étre écrite comme il suit 

dT—hdU 

et prendra une forme plus simple, si Ton introduit les notations 

et enfin 

Di = b] — ^a^Ci = Dd*. 

On aura 

et la condition sommatoire 8'écrira 

. T,— b, U, 

m>ff^n, oh g^= '^^ ^ ' . 



1 '^l 



En cherchant la limite pour X infini de la quantité 

I * 



RaO m>>(r|n 



le raisonnement sera tout semblable å celui que nous avons exposé plus 
haut et on parvient ä obtenir la valeur de la limite en question sous la 
forme de Tintégrale double 
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EUe est évidemment égale ä la quantité 



^J (5^(s/4a. + D.,'-^7) 



qui coincide avec Texpression 






On aura donc la valeor chorchée 






v f^ _L Ina ^ + ^V^ 



ou bien 



""'^' = f;^i°«-^ 



ce qui résout le probléme dans le cas de discriminant positif general. 

Les formules obtenues plus haut pour las discriminants fondamentaux 
résultent des formules générales en y prenant Q = i, 

Pour résumer, j'emploie pour un moment récriture 

M=?^-^, lorsque D = - A = - A//, 



et 



Nos resultats obtenus jusqu^ici se résument par la formule 



lim 

JT-oo 






^ Poar éviter tout malentendu j'emploie le caractére d au lieu du symbole habituel, 
pour designer la différentielle. 
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En faisant usage de ce resultat dans Téquation qui résulte de la 
formule de Dikichlet (i*) 

(a,6,c).V-0D [^ m,n ^^ / 



-lii^lii i (?)(!>*)' 



on observe que le premier membre se compose d'autant de fois la quantité 
M qu'il y a des formes (a,&,c), c'est å dire qu*il y a de classes diffé- 
rentes. On a donc 



MCl{D) = T lim 



oo eo 



ittmM- 



L'évaluation de la limite qui constitue le second membre donnera 
évidemment une expression du nombre des classes Cl{D) du discriminant 
D. La limite en question se simplifie d'abord en lui appliquant la formule 
(2) qui donne 



£ (I)f(m) = 5:/i(<i) r F{dhk), 



et puisque pour notre fonction F{z) spéciale 



iF(äa) = Em. 



en faisant usage de Técriture habituelle E{z) pour designer le plus grand 
entier contenu dans Zy nous aurons 



00 00 



QO 



|:i(?)(f)-«-|:''«g(r)^(ä) 



et notre resultat prend la forme 



MCl{D) = rlim 

X=oo 



Q.d A-1 ^ ^ 
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Nous verrons bientöt que les limites 

lim V (?) ''® 



existent et ont pour valeur la serie 



mi 



\l: 



il s'ensuit que Ton a 



^-t{^'M='4M' 



et notre resultat devient 



MCm = rI,"fi{jn 



En faisant usage de la formule 

^ d Q 

une réduction se présente töat de suite, et on aura la formule 

" D\ I 






oit 



et 



3f,=^, si 7) = — A<o, 
vA 



,^ I , T + UJD . r^ 

^, =-^log ^^ " , SI D>o. 
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En d^autres termes on aura les relations classiques de Lejeune-Dibichlet 

(3) a(_A)=ri(=A)g. 

(4) «(i>,.«gi±i^=t(f)f. 

2. Cette demonstration des resultats classiques de Dirichlbt qui 
vient d*étre exposée est en principe due ä Hermite * qui Ta succinctement 
publiée dans les Comptes Bendus, t. 55 (1862). 

Je vais la compléter en établissant le lemme sur lequel elle s*appuie 
et sur lequel le grand géométre na pas insisté; il s'agit de la formule 

Je Tenvisage comme un cas particulier de la limite plus générale, celle de 
la somme 

(a) £ 



w^-^ 



A-1 



On est amené a cette expression par un autre probléme tout étranger ä 
TAritlimétique, en se demandant si Ton parvient ä une valeur approchée 
de la serie infinie convergente 

Tw^v^, (lim v, = o), 

A = l \A-00 ' 



en rempla^ant les quantités positives Vj^ par leurs valeurs approchées prises 
avec un nombre fini k des décimales. En désignant 10* par tw, la valeur 
approchée de i\ est en effet la fraction 

m ' 
et on est amené ä Texpression (a). 



* Sur la théorie des formes quadrafiques. 
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et j'emploie les décompositions suivantes des somraes S et S^: 

S = S' + S'\ S^ = Sl^-i- S'Ji, 
oix 

m—\ oo 

S' = £ ?r/r^, iS" = S i(\}\, 

y«-l y— n 

L'emploi de Tidentité d'ABEL permet de mettre les restes S" et S'Ji soiis 
la forme suivante 

+ K + w^«+i + w'«+i)('-«+» — '''«f 3) + . . . , 
oö j'ai pose pour abréger 



' y 



E{mvy) 



m 



Les quantités v^ dgalement comme les quantités v^ ne vont jamais en crois- 
sant, de sorte que les di£Férences 

"''■fi+y ^Wv+1 ^^ "^^-k-v '^^iv-^l 

ne sont jamais negatives. Ensuite, les sommes 

restant, grace ä Tliypotliése, plus petites en valeur absolue que la quantité 
constante 217, on aura éviderament les inégiilités 

I ^" I < ^ff[{^\ — ^^-+1) + (''«+i — 2^«+3) + ...], 
ou bien 
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En choisissant n suffisamment grand, les sommes complémentaires S" et 
S'Ji seront alors aussi petites qu'on le voudra, et d'autre part les sommes 
S' et S'^ différent autant peu qu'on le veut, si Ton prend pour m une 
quantité sufltisamment grande. Il s'ensait que Ton a sous les hypothéses 

anoncées 

Um S^ = S. 



m«Bco 



Dans les series de Dirichlet on a spécialement 



I 

1^^ = - , w 



•■=(?)^ 



les conditions du théoréme seront vérifiées, si Ton observe que grace aux 

relations 

1^1 



Z (?) = °' (;r+TiD|) '^ (?) 



les sommes 






nont que \D\ — i valeurs différentes. L'équation dont il s'agit 

se trouve alors démontrée. 

3. Les formules (3) et (4) qui viennent d'étre démontrées raménent 
la déterroination du nombre des classes å la sommation de la serie infinie 

te) ^(^) = t (?) i ; 

pour designer cette serie Kronkckek s'est servi de la lettre H{D), mais 
puisque nous conservons la lettre H pour designer la fonction 



ctf^rt «e 



ir(a») = e"n(i— e'""") 



11 = 1 
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ce qui évite toute confusion entré les formules de Weiekstkass et Dede- 
KIND, il a fallu de changer la notation du grand géométre. De lautre 
c6té je crois pouvoir conserver la notation rélative au cas de D > o, 

(6) l±l.>ll = E[D) 

puisque une confusion avec la fonction E[z) de Legendue ne parait pas 
probable. 

Kronecker est allé un peu plus loin, en acceptant une signification 
du symbole E{D) aussi dans le cas D < o, ce qui lui a permit de con- 
denser les deux résultais (3) et (4) en une seule équation. 

Mais cette simplification est seulement apparente, les deux cas D> o 
et D < o sont de nature tellement différente que toute fusion ne puisse 
étre qu'artificielle et ne pourra se tenir qu'en peu de formules. 

Nous devons maintenant nous occuper de la serie P{D) et des deux 
formules de Dirichlet que je prends sous la forme 

(3*) ^ Cl{- A) = tF{- A), 

(4*) -^Cl{D)logE{D)^PiD). 

Une premiére remarque consiste en ce que la serie P{D) (en con- 
sidérant ensemble les deux cas D> o et D< o) peut se sommer au moyen 
de la dérivée logarithmique de la fonction gamma. 

Posons, pour abréger, | /) | = A et considérons la somme finie 

on aura éviderament limP^ = P{D) (pour m infini). En posant Ä = a + Ay, 
cette somme devient 

J m-l 



^« 2^(aj2-f a + Av' 

a=.l ^ ' y=0 



cela étant, les identités 

j 



m-- (f)=° 

a=- 1 
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permettent d'écrire 



m-l 



j, I X m — I 

\ v»0 \ ~ ^ 



et en faisant usage de la formule élémentaire 



log m 



ii-(ldr^-^oe:-) = 



r{x)' 



le passage ä la limite pour m infini nous donne le resultat voulu 



(7) 



^(^)=-i2(°)^^ (^=1^1)- 



tt=i 



(i)' 



On en tire, en séparant les deux cas, les équations 



j-i 



(?•) 



27t . 



n-^ 



(7") 






La relation 



(f^.) = - m 



permet de suite de simplifier (7*); mettons-y en effet A — a au lieu de a 
et ajoutons raembre å membre avec (7*); on aura 



j-i 



47tyjA 



Cl{— A) = 




a-l 



(-i) Xi) 



^■'i) 
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et la relation bien cönnue 

r(i - x) i\x) . 

Fil—x) fix) 
donne immédiatement 

(8) 1N^67(-A)=f (-_A.j,,t 

ou en réunissant les termes éganx 



hn 
A 



(80) 2^4^,^(_^)^£(:zAj,,t^. 

On parvient au méme resultat en se servant, pour obtenir la somme (7*), 
de la formule connue de Gauss 

r(—] j-i 

"TÄT = ^ (^) "" ^^^ ^^ ~2'^^*Ä + L^^^-^^^g^"' Ä ' 

mais cette derniére permet aussi de traiter le cas de discriminant positif; 
la formule (7^) donnera alors 

(9) s/D Cl{D) log EiU) = - 2 log «n ¥ f, (j) C08 ^ • 

Cette équation beaucoup plus compliquée que la formule (8) se simplificra, 
si Ton se bome aux discriminants fondamentaux. Pour un tel discriminant 
a lieu Téquation 

A^ 1 

et la formule (9) deviendra 

(9*) Cl{D) log J5;( D) = - £ (^) log sin ^ , 

a = l 

D étant un discriminant positif fondamental. 
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En réunissant des termes égaux, on peut écrire le second membre 
comme il suit 

a= 1 



4. N0U8 parviendrons a la somme de la serie P{D) d'une maniére 
plus élémentaire, de la sorte que la formule (a) de Gauss n'est plus in- 
dispensable. Mais nous voulons d'abord ramener la détermination du nombre 
des classes d'un discriminant general a celle dans le cas d'un discriminant 
fondamental. On peut ramener d une maniére plus générale la quantitc 
P{DS') a la quantité P{D). 

Je reprends pour ce but la formule établie plus haut 






et j'emploie Téquation (2), ä savoir 



A = 1 



{d parcourant tous les di viseurs de S). 
J y fais 



rw = (^)# 



et j'aurai d'abord 



r(^f)#=?.w|:(å)'-P 
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puis en passant a la limite pour m infini, 

P(DÄ») = £/i(rf)(§)^P(J)), 

d parcourant tous les diviseurs du norabre S. 

Cela étant, rcprésentons par .s tous les facteurs premiers différcnts de 
Sj on aura évidemment 

CO) ?/-o^=ii(.-(?)0 

et puis la formule cherchée 

(II) Pim=pmu{^-{^)]), 

oCl s parcourt les facteurs premierg différents du nombre S. Les foiinules 
(3*) et (4*) permett«nt alors de conclure 

^" . Cl(— AS*) = 2P(— AS'), 



s/AS 



-i= CI{DS') log E{DS^ = P{I)S*) 



et par conséquent 



•■3) '-Wf^r-'-n{'-(3)\)- 

Il s'ensuit que la détermination des nombres Cl{I)^Q^) et 67( — ^^Q^) 
revient ä celle des nombres Cl{D^) et 67( — A^) qui correspondent aux 
discriminants fondamentaux. 

Nous allons maintenant considérer la serie P{D) correspondante ä un 
discriminant fondamental. Son évaluation s'obtient au moven des de- 
veloppements suivants 
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I ^r^ sin 2hx7: 



w -»=r 



2 ti ^"^ 



/ \ 1 • 1 , v*^ cos 2 

(r) — lofr sin X7r= log 2 + 2^ — - 



cos 2hxn 

A-1 



qui ont lieu sous la condition o < a; < i et qui ne sont que des con- 
séquences de la serie logarithmique. 

Soit — A un discriminant négatif fondamental et posons, dans Téqua- 

tion (/9), x = —y multiplions de part et d'autre par le signe de Legendre 
( ] et ajoutons les resultats pour v=i,2,...,A — i. Il vient 

ou, si Ton fait usage des relations 

W" 1 y 1 

-r(--^-)i=|:(-i^)f=f^'(-^)- 



La derniére quantité étant, suivant (3 ), égale ä 



?67(-A), 
on a Téquation connue 

(14) 67(-A)=-^£( 



-A 



v = \ 



En opérant d'une maniére analogue sur Téquation {f) on trouve lequation 

/>— 1 



(9*) Cl{D) log E( D) = - £ (^) log sin g 



qui a été obtenue plus haut. 
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5. De ces resultats de Dirichlet nous allons exposer une généralisa- 
tion laquelle nous pamit de presenter un certain intérét théorique. 
Dans ridentité analjrtique 






log(i-.) = £i, |^|<i. 



remplapons z par la quantité 






en representant par Aj , A^ , . . . , A^ les valeurs absolues des discriminants 
f ondamentaux de signes quelconques 7)^ , J)^ , . . . , D^ , puis apres avoir 
multiplié les deux membres par le signe 



itm-if) 



ajoutons les resultats qu'on obtient en faisant varier Tindice h^ de i ä 
Aj — I, Äg de I II Aj — I, et ainsi de suite. 

La somme suivante qui est le coefficient de - au second membre 



est évidemment égale au produit des sommes simples 

i:©^-r(?>-...i(S)^-. 

ou bien en faisant usage de la formule connue, au produit des quantités 

(^)^5; (ä)v«; . . . (£->», ^ (eÄ_.i)^ ,5; . . VIT,; 

les raeines carrées ^ba sont ou bien positives (si D^ > o) ou bien imaginaires 
positives (si 7)^ < o) . 
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En posant pour un moment 

on a évidemment 

g \ J, ^ Jj Jr) __. ^Ilxri 

et puisque, grace a la condition o<a;< i, 

log (i — f?''*"*) = log (2 sin XTT) + (rr Wé, 

. ,„„(,_/-<j,*^-)) 



on anra 



= log 



"'■■K;^, + i-. + -)l + -«(l^ + s + -)-?- 



(*) 



Donc en passant å la limite poar z ^= 1 dans lequation (15) il vient 

, -■s(x:)©-(?')«a+i-+-+lr.) 

oti les conditions sommatoires sont 

o < Ä, < A, , o < Aj < A, , . . . , o < A, < A, 

et ou Ton convient de suprimer les termes infinis. 

Distinguons maintenant les deux cas IJ> o et I) <o. 

Pour T) négatif et egal a — A le nombre des termes négatifs dans 
la suite 7>, , />, , . . . , 1)^ seni imptnr 2j; + i, ^t il vient 

Si donc, dans Téquation (d), on compare les parties imaginaires des deux 
membres, il vient 

,-,rMV',-A) = . .I(f;.)...(;,>(|.^ + ... + A). 
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Puisque ici A > 4, on a r = 2 et Téquation (3*) donne 

P(-A) = -^67(-A), 

et par conséquent, notre resultat devient 

(-,rc7(-A,=s(?.)...g)«(i + ... + |;), 

ou bien 

(16) C'l{l\D^ . . . J),) 

(/>j , 7>3 , . . . , 7>^ (lésignaut des discriminants fondamentaux dont 2 v + i 
sont négatifs, puis Aj , A, , . . . , A^ leurs valeurs absolues correspondaiites). 
Supposons en secoud lieu que D est positif; alors parmi les facteurs 
J\ ) ^\ y • • ) ^K il y öii aura un nombre pair 2p qui soient négatifs, et 
le produit yjD^^jD^. , ^yjDr sera exactement ( — i)V^- ^^ comparant les 
parties reelles dans Téquation {d), on aura done 

(- .)v«v.(/-, = - S-(^)(^) ■ ■ ■ '»^h^-d, + ^. + ■ ■ •) I 

et puisque 

v/I> P{])) = Cl{J)) log E{I)), 
il vient 

( 1 7) ('fU\ JK-- ^r) log E{ 7>, I),... d;) 

(/>j , />j , . . . , 7>^ désignants des discriminants fondamentaux dont 2p sont 
négatifs, puis A, , A^ , ..., A,, leurs valeurs absolues; les conditions som- 
matoires étant 

o < A, < A, , o < //, < A3 , . . . , o < A, < A^ 

avec supression des t^rmes infinies ou absurdes). 

Ces formules généralisent évidemment les resultats (14) et (9*); en 

effet, si r = I, D = — A < — 4, on aura 9l(-;r) = -t et Téquation (16) 
se réduit ä (14), puisque y = o. 
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On peut transformer la formule (i6) en sorte que la fonction numé- 
rique '3l{x) se trouve remplacée par la fonction de Legendre E{x)] cette 
transformation suppose cependant que le nombre r des facteurs 7)« surpasse 
Tunité. On a en effet, par definition, 

et puis, grace å riiypothése de r> i, 

S(?;)...(^)(i-H... + i) = o; 

la formule (i6) devient alors 

(i 6*1 CliU^D, . . . IK) 

— )-f©|'(?:)...i(e)-(i+i+...+^j, 

1 • 

en supposant comme plus haut que 2y + i signifie le nombre des termes 
négatifs de la suite i), ,/),,... , 7)^; r > i . 

Nous parviendrons plus tärd ä des formules équivalentes et nous dé- 
velopperons les conséquences qu'on en ])eut tirer, mais ä present je veux 
considérer Téquation (17) pour montrer qu*elle permet de simplifier Téqua- 
tion de Diriciilet (9*) en cas oii le discriminant 1) est un nombre pair. 

Si T) est un discriminant pair, positif et fondamental, il ne peut 
avoir que Tune des trois formes suivantes 

ou — A et 7>, sont des discriminants f ondamen taux impairs, le premier 
négatif, le second positif. Dans le premier cas on a I\=^ — A, D^= — 4, 
donc r= 2, J^= i, et la formule (17) devient 

67(4A)logii;(4A) 

_|(--A)l,„,|.„.(i + ^)|_,„,|,i„.(i + ?)|} 
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en suprimant toutefois les valeurs de h^ qui rendraient entier le nombre 
-~ + - ; or de telles valeurs de Aj ne se présentent j)as et Ton a comme 
la valeur du second membre 



I (--^^) '- 






et en faisant usage de Tidentitc 



il vient 



sin ff i - + $\ 



I + tggg 

1 —tg^JT 



(18) 



r,.7(4A)logi;(4A) =£(-/-) log 



I + 1« 



I — tg 



A 

hir 



Jjes termes du second membre coincident deux ii deux et on peut Técrire 
aussi 

I 



(j-i) 



I B^-) - 



llTT 



I -tg 



hn 



On trouve en poursuivant la voie analogue les deux autres formules que 
je me bome å indiquer 



(19) 



CV(8 A) log E(8 A) = £ (-/^) log 

A- 1 ^ ^ 






(20) r.7(8Z))log^(87)) = -"f (^)log|tg;r(i + A)tg;r(i-A)|. 
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6. La formule (14), ä savoir 



?«(-A) = -l|(-'^->. 



peut étre traiisforraée en expressions plus simj>les ([ui se pretent mieux aux 
applieatious. .Fe su])p(>so en j)remier lieu A inipair 2n + i ] la sonime 






qui figure au second membre de la dite formule peut se décomposer comme 
il suit 



'■ -tm^+t m^- + ')■ 



Or, A étant impair, on a 



,» + J " \Ä/\2« + 2u) \^)\2V-- l)' 



et en faisant 2 v — i = ^, il vient 



*'=i(^>+(l)i(^)^- » •-' 



X 

La premiera partie du second membre peut s^écrire 

et on aura en décomposant la seconde partie en deux sommes 

*-(i)ä!i(^)-+i(^"'>j+(i)f?r^)- 

Or Texpression entré parenthéses { } n'est autre chose que la somme 



j-i 



et on a la relation 



( 



? m" = '^•. 



-a-)*'=Mx)i'-^ 
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et il reste, apres réduction, 



S= — 271 2^ (~^)' (*-'.» «--0 



ce que Ton peut écrire, en introduisant de termes nuls, 



^(J-i) 



S = — 2n 






•7 

En rempla^ant par S sa valeur — A ^ Cl{ — A), il vient 



ä(^-i) 



I (^) --:«(- A); 



mais c'e8t précisément Téquation (22) pour A pair, puisque dans ce cas 

L'équation (22) est donc générale, et si Ton observe que la formule 
( 1 2) donne pour S = 2 



6V(-4A) = ?(2_(-|)y7(-A), 



on a réquation équivalente 

("*) £ (Z^) = 67(-4A). 

Cest donc le nombre des classes de formes positives et primitives 

ax^ + 20X1/ + cy* 

qui appartiennent au déterminant — A = é' — ac. 

On parvient å une forme différente si, dans la somme Ä, on trans- 

forme les termes oti y > - A en y faisant y = A — fx\ il vient alors 



^■=?(^>+r(f^>-A 



/^f^ 
-f 
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En repartissant les valeurs de p en paires 2/x et impaires A, et posant 
dans les termes correspondants å ces derniéres k= A — 2^, on aura 



o<M<l^, \a<p<Ia 



et la somme s devient 



=i(-#)-v(-a)=(±)[2:(^)_j:(^)] 



Il s'ensuit 



K 






I (^) = (1)» 



et on a évidemment 



I (=^) + 1 (-^) -. 



d'oö 



I(^) = 
I(^) = 



I + 



ii) 



s, 



ii) 



s. 



En substituant la valeur de s il vient 



'^'1/ AX ( 



-1) -(1 




e^(- A), 



[t] , 



— A 



(-( 



2 




2 — 



«(- A), 



\ 
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aussi dans les cas ou les discriminants — A et I) ne sont plus fondamentaux. 
Ces sommes se déterminent aisément au moyen de Tidentité (2) 

(«) É(fy(*) =?/'('') I/w, 

d parcourant les diviseurs de Q. 

Soit en effet A = A^^^, oii — A^ est un discriminant fondamental; 
en faisant, dans la formule (a), 

/-(//) = ^Z:Ao\ä pour A<A, et f{h) = o pour A>A, 

elle devient 

j 

1 ^ ^ d A-1 ^ ^ 

OU bien 

Cela etant, Texpression 

se détermine en faisant A = />+AqV (/> = i , 2, . .., A^, i;=o, i,...,m — i); 
on aura 

''=2:(^).?.(^+^.^)-'»2:(=^'>^ 

or, — Aq étant un discriminant fondamental, on peut appliquer la formule 
(14) qui donne 

OU bien 



(27) 

. A-l 



l(^> = -"'^oJ^C/^(-Ao). 
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i* = -f(^)log,ini^^ 



on pose h = p + Dq]^ (^ = i , 2 , . . . , 7)^, ; y = o , i , . . . , w — i ), et il vient 






la somraation relative a y s'effectuera au moyen de Tidentité 



^lo^r 2sin;r(a; + ^) =log| 

a-O ^ ^ I 



2 sm mxz 



qui donne 



/)•— 1 



^=2:(?')H»i"^; 



ou bien 



m/),— 1 



£(^»-)logsin^*^ 



= -C7(7)JlogE(/)J 



Au moyen de cette formule le resultat obtenu plus haut devient 
£ (f ) logsiu^ = - Cim\ogE{J),) £;u(rf)(^ 



OU bien 



(29) 



i! (t) i«^«^" 77 = ^''(^o) log ^( />o) n ( ^ - (7 



(J) z=i J)^Q^^ I)^ étant un discriminant fondamental et r/ ])arcourant le 
facteurs premiers différents de Q). 
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CHAPITEE II. 



I. Les considérations suivantes basent sur la relation Ijien connue 



que 3 'écrirai encore une f ois en prenant od = ix^ x> o: 



X 



(1) Z 6-»^'^+»»^-^ = 1, Ve 

Cela pose, soit D un discriminant fondamental positif; dans Téquation 
(i) je pose u = jr et apres avoir multiplié les deux membres par le signe 

de LfiGENDRE (^j j*ajoute les resultats pöur 7* = i , 2, . . . , 7) — i. On 
regoit de la sorte au premier membre Texpression 



^ i {"y-'. 



!/>■—« 



et pour simplifier le resultat qui se présente au second membre, il faudra in- 
troduire un nouvel indice sommatoire 7? = // + Dv; on obtient ainsi Téquation 



^'^S (?)-'- i E(?K- 



w«= — •• y^ na — • 



EUe prendra une forme plus elegante en remplafant x par — et en 
réunissant des termes égaux, å savoir 



•^xn" • , ^ . n^TZ 



r(f>-=iz(f) 



e ^' 



Si au contraire on opére d'une maniére analogue pour un discriminant 
fondamental négatif, on n'obtient aucun resultat, les deux membres de 
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réquation obtenue étant nuls. Mais en prenant la dérivée des deux membres 
de Tidentité (i) par rapport ku, on parvient å Téquation 



2 S ve""*^""" sin 2vu7r = — ^ V^ (u + u)e 






En prenant, pour un discriminant f öndamental négatif — A , w = -- et 
en ajoutant, apres avoir multipliées les deux membres par le signe de 
Legendke ( ~ v il vient 



ou bien, si Ton change o; en — et simplifiant, 



Jx 



z{=^y--6^x{=^) 



ne 



Occupons-nous d'abord de eette derniére équation. EUe fait voir que 
la fonction suivante 



j7 



-/-K-^K^VäK^) 



}ie 



ne dépende pas de la variable z supposée positive. Pour z infiniment 
petit la seconde intégrale disparait et il ne reste que la premiére, a savoir 



7t ^ \ n In 



-e' ^ 



qui, pour z = o, se réduit a la quantité 



F=yJ-Klc'l{-A). 
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En employant cette valeur de G et les formules faciles ä obtenir 



/ 






t • 






on aura le développement ä convergeance rapide 



2yjD.^/D\i r.-x>^^ . V^/^\ (\-s^ 



(5) «(i))log£W = lV^£(£)i /e-.. + Z (f ) / -■ 

V i) 



Dm 



Wi/ -.- n^jt 



Le nombre de termes qu'il faut calculer est encore plus petit que 
dans le cas précédent, a canse de la présence du facteur log^(D) au 
premier membre, dont la valeur parait, d*aprés Texpérience, étre comparable 
a yJ'D- La valeur de z qu'on peut recommander est ;ef = i . 

Ecrivons maintenant, pour abréger et d^une maniére provisoire, 

Cl{D)\ogE{D) = A, ^ = c, (^) = ^; 

réquation (5) s^écrira alors 

1 1 

Soit maintenant u une constante positive, multiplions les deux memb 

par f ""' — et intégrons åe z == o k z = cs^, on aura 

V* 

V »7 ~ Z^^ J ca; + w y^i "•" ^^J X f '' ^fg ' 



390 M. Lerch. 

L*avantage de cette formule n'est pas trop grand, la convergeance de 
la premiére serie étant trop lente. Il s'ensuit que lorsque w surpasse nne 
certaine limite, la quantité 

2^ 



2y/D ^ /^\ I w 



a sa partie entiére constante qui est égale ä Cl{D) — i. 

2. Une source de relations arithmétiques consiste dans la representa- 
tion analytique de certaines fonctions arithmétiques. En particulier la 
fonction E{x) de Legendre a été représentée å laide d'une serie trigono- 
métrique par Schaar ^ et Stern;' ce demier en a tiré plusieures consé- 
quences arithmétiques. Riemann et dans son comentaire M. Dedekind ' 
ont rencontré cette fonction, avec d'autres analogues^ dans un domaine 
anal3rtique important; les applications les plus intéressantes ont cependant 
été publiées par M. Alexander Berg er. * 

Au lieu de la fonction E{x) nous introduisons la fonction E*{x), 

égale a E{x) pour x fractionnaire, mais égale å E{x) pour x entier; 

sous cette convention, la formule suivante aura lieu pour tous les x positifs 



(7) . J5*(a;) = a;-i + £ 



Sin 2vxn 



UTT 
v— 1 



EUe aura lieu aussi pour x négatif, si Ton a soin de choisir sa definition 

de la sorte que 

E^^ix) + E^^i— x) = — 1 . 

Une autre fonction est 

R{x)=^x — e(x + 1\ 



^ Mémoires des sav. étr. publiés par racadémie des Sciences de Bel- 
gique, T. 23. 

* Journal do Crelle, T. 59. 

^ Eiemann'8 Werke: Fragmente aus d, Th, der ellipt. Modulfunctionen. 

* Nova Acta reg. Soc. so. Upsaliensis, 1886. 
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puis nous multiplierons par le signe de Legendre (-7-) ^* ajouterons les 
resultats pour A = i , 2 , . . . , D — i . En faisant usage de la formule 

nous parviendrons de cette maniére aux équations suivant^s: 

D\ sin 2yiv;r 



<■•) s(?M^+^')=Oi:(?) 



vx 



(") i:(fM-+^')=-©>/5E(-)-(f)^°-r-- 

(.3) £ (?) e.n. ir(. + ^') = 4(^) ^ £ (?) ^" , 

Ä=: 1 A 

(M) l(f)h(^ + ^')| = -K^)v^?(f)T^. 

n=» 1 ' ' A 

(^=1,3,5,7,9,...)- 

En opérant de la méme maniére au moyen d*un discriminant fonda- 
mental négatif, les resultats seront semblables, seulement dans la premiére 
formule la quantité 



?m 



A 



ne sera plus nuUe, mais aura pour valeur 



-^^C7(-A); 



nous aurons ainsi les équations: 

(■5) I(^)^-(^ + f) 



— T «(- ^) + (^)ä i (=^) 



— A\ cos 2yj?;r 



v- 1 
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ce (jui est evideinment e<ral ä 



.V7(-4A)-;(;)V7,-A). 



Kn substituant la valeur 



r7(---4A) = (2-Q))jr7(-A). 



la derniére expression devient 



(.-(|))^''(-A); 



c'ést (lonc la valeiir de la serie 



Si donc on pose dans les éqnations ( 1 6) et (17) x =-- o^ m = i , on 
aura d^abord 

?(^)"-(i)=(-a))-:«<-^>- 

f(-A)^.jr(A) = ,«(-4A); 

dans ces sommes je conserve la premiére moiti(5 de t^rmes, et dans la 
seconde je pose // = A — /•; on aiira alors 



(^)«'(i)=(^)"-a)' 



et de ménie pour la seconde somme; puisque enfin pour // < - A on a 



"*(!) = A • '^"- -^(i) = ■ • " "''"^ 



Calcul du nombro de8 classes de formes tiuadratiques binaires å coefficieuU entiers. 395 



I {=ir) i = '4- "<- ^». 






r(^)=«(-4A). 



resultats que nous avons véritiés plus haut. 

Les formules (ii) et (15) sont les plus iraportantes. 

Je m'arréterai encore aux formules (14) et (18). En faisant x = o, 
ni = I dans la premiére, on trouve 



i:(x)i=-v^i:(?);i 



ee qu'on peut écrire 



La serie qui figure au second merabre est une de celles qui sexpriment 
sous forme finie an moyen des polynömes de Bernoulli; pour le vérifier 
rapidement, je me rappelle Téquation qui a lieu pour o^rr< i 

. . « , I ^^ COS 2VX7T . 

(20) ^ -•' + 6'=\-V^' 

en y faisant a; = — , multipliant par (y-j et ajoutant, on obtient 

(^') r (t) 1^ = vi> É (7) ,i^ 

d'ou en comparant avee (19) on tire cette relation remarquable 



h=\ 
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Passoiis iiiaiateuant ä (18); en y faisant o; = - , //i= i, ot en observant que 

. in I — 4 
sm 



'^-m (-r^)(^) = (^) 



nous aurons 

j-i 



?(-"i^)l<+A)l=^'^-^2:C-r).-t^- 

1 • v 3S I 

Si A est impair, 4 A sera un discriminant pesitif fondamen tal et on 
pourra appliquer Téquation (21) pour 2) = 4A; il vient 

d*ou il suit (pour A impair) 

(.3) |(4A)*.= .av|:(^)|«(l + .2)|. 

et si Ton tait usage de (22) 

Or, la somme qui figure au seeond membre 

?(^)kG+Ä)l 

est évidemment 






ce qui pcut s'cci*ire, en réunissuiit des terines éf^aiix, 



' h 7 A 



I -.1+. 
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la dittérencc 



^ k + a — 1 



^-v.-il?)!^^)-^^ 



1) 

. h + a 



se coinpose do terme» qui sont nuls, excepté le cas ou — =— est un entier, 
ce qui ne se présente que pour a = I) — k] donc 

s, — >v,_, = [jy—) = [j) ; 

en observant que 

•v. = o, 

on en déduit Téquation annoncée 

qui par la se trouve démontrée. 

Cela pose, observons que la quantite 

coincide avec Texpression 

(7)4 + i)- 



excepté le oas oii rr + — est un entier; cela ne se présente que lorequc 
Ux est un entier qui satisfait a la congraence 

Dx ^ — a (mod D) ; 

la différence entré les deux expressions sera alors égale a 

et on pourra Técjrire 

2 \DxJ' 



1 ID 
2 
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Je poserai inaiuteiiant d'une inaniere f^énérale, pour uii discriminant 
fondamental positif ou négatif 7>, et pour rc>o, 



a I 



A désignant la valeur absolue de I). Ija fonction S{x , D) sera alors 
identique avec les series (I), resp. (II). 

Comme premiére application de ces formules je vais caleuler Tintégrale 

fS\x, — A)dx = J 

d'abord au moyen de la formule (II), puis directeraent pour en conclure 
une relation arithmétique intéressant^» On a évidemment 

1 
./ = (? «(- A))' + $ /(t (^) ^=^V* 

O 

ou en effeetuant les integrations 



; 



.=0.,<_.,)-+A|:(Aj).. 



Or on a 






d parcourant les facteurs premiers différents du nombre A ; en faisant usago 
de la valeur 



^ I ;r" 



on a donc* 



j- - 



(;"'<-->) +^n(.-j.) 
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Au raoyen des développements (1) et (II) on vérifie aisément les 
formules suivantes, dans les quelles m signifie un entier positif arbitraire 

(27) V «(" ;;; \i)) = {^)s{x , D), {D > o), 



a = 

m—\ 



(28) ys(^-±-^,-A] 

a-o ^ 

puis la relation suivante qui a lieu pour o < a; < i 

(29) S{x) = —S{i—x)sgn,D (D>o ou D<o). 

Occupons-nous spécialement de la formule (28) en faisant usage en méme 
temps de la relation (29) qui pour D = — A devient 

S{x) = S{i—x). 

En prenant w = 2, o? = o, la formule (28) reproduit Téquation bien 
connue 

Pour w = 3, X = o il vient de (28) 

(30) äQ , - a) = 6'(= , - a) = ^_ 3 -Zc7(- A); 

en supposant A>3 pour qu'on ait / \ =0, on peut écrire 



3^ 



[H, , 3-(-^) 



(30*) L(-r^)= \' ^aii-A), (A>3). 
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Faisant w = 2 , - ;r = , il vient 

'2 12 ' 

et en substituant la valeur précédente, 

(33) iii • - '^) + «(n . - ^) 

On trouve d'une maDiére analof^ue 

(34) < , - a) + .v(^ , - a) - 'zlihll) „(_ A), 

(35) s(-,5 . - a) + S(? . - a) 

-(^-a))?«<--)+(iK-;.--)- 

De Tautre c6te, Thypothése a; = o, w = 5 donne 

s -. (.-lA \ 

(36) 5(i , - a) + 6^(^ , - a) = - -Y 5_ / c7(_ A). 

Si donc f -j = — I, c'est ä dire pour A = 8Ä;+ 3, on déduit de ces 

deiix derniéres éq nations 

■A 



a.-.o)='^^: 



<37' ^[J6'—'°)=- ~2 --- ^'^^- ^)' (^ ^ 3 (mod 8)). 

Mais beaucoup daiitrcs applications sont possibles des formule» foadame- 
tales (I) et (II) 

(1>) 6> . - A) ^ ; CK- A)-v/Ä t ("^^-) ~^^- 
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Prenons, par exemple, dans la premiére équation ^ + r- au lieu de x, 

multiplions de part et d'autre par ( ) et ajoutons pour a= i , 2 , . . . , 

A — I ; — A signifie, bien entendu, un discriminant négatif fondamental 
et tn un entier positif arbitraire. On aura 

t {=^)i^ + 1 . ^)= ^s t (f ) il (^) CO, ..-(.+ ;»). 

Le second membre étant évidemment égale ä la serie 

— /-> A \ cos 2vjrr 

- > 



y= 1 



on pourra Técrire, d'aprés (b), sous la forme 

et nous aurons, par conséquent, la formule suivante 
(38) I (^)S(- + r . ^) 

et on trouve d*une maniére analogue 



') 't (f )4 + -; . - ^) = - (^)'''i- ^») + i>^ • - ^^')- 



Ces formules ont lieu, si le produit — AD est un discriminant fonda- 
mental, de sorte que les entiers A et D sont premiers entré eux. Mais 
il est important de remarquer que ces relations subsisteront aussi dans 
le cas general oö — AD n est plus fondamental, si Ton convient de dé- 
finir la fonction S{x) comme la somme de la serie (a) ou (b); dans ce cas 
la signification primitive de la fonction S{x , — AD) comme la somme (III), 
ä savoir 



-AD 
2\ ÄDx 



est la seule chose qui va changer. 
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En particulier la formule -^(0, — AZ>) = o subsistera et les équations 
(38) et (39) donnent les relations suivantes 



D-\ 



(39=) 5:(^)6.(«^._a) = _(^)«,-AD), 

qui ont lieu pour des discriminants fondamentaux quelconques Z) > o, 
— A<o. 

Soit maintenant D' un discrirainant positif fondaniental, premier avec 
7), on vérifie aisément Téquation 

(40, 'I' (^)s(. + ™,/;) = (^)s(., /,/,■) 

qui, sous la forme écrite, subsiste aussi lorsque D et /)' signifient deux 
discriminants fondamentaux négatifs, premiers entré eux; la lettre m signifie 
un entier positif arbitraire. 

Dans les formules (38°) et (39°) supposons m = i et observons que 
grace aux relations 

S{i—x, —A) = S(x, —A), S[}—x, D) = —S{x, D) 

les termes sont égaux deux a deux; nous aurons au premier membre de 
la premiére évidemment 

I'"!/ AX / X 



a-1 



Ol^servons ensuite que les symboles 

A/ ~ /) 

disparaitront de la formule; en effet, si par exemple -— = h est un entier 
celui-ci ne pourra etre premier avec T) que lorsque A est un multipla 
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de D; si c'est le cas, on devra avoir a = ä:^, le nombre a aura un facteur 
commun avec A et il 8'ensuit 

alors, les termes correspondants ne se presenten t pas dans Téquation. 
On pourra donc mettre nos resultats (38°) et (39°) sous la forme 

1'^' /n\ l^^J / A \ 

(B) I j I ^ = - i "*- ^*»- 

a=l ^ ' y=l ^ ' 

Dans ces deux relations sont condensées plusieurs formules spéciales, dont 
quelquesunes proviennent de Dirichlet. 

Oceupons-nous d'abord de la formule (B). En y prenant D = 5, 
il vient 

I»— 1 ' »=1 

ou bien, en réduisant, 

(41) £ ^ =^^^(-5^^- 

L^hypothése de 2) = 8 fournit la formule connue de Diuichlet 

t^^l /-AX . 

(42) S (^)=,-C7(-8A), 

et aussi en faisant IJ = 12 on parvient ä une formule remarquable 

t^''^ /-AX . 

(43) r (^) = -;C/(-..A). 
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On peut combiner cette équation avec Tautre 

? (^) = (^ -(!))«(- ^'> ^ > ^^ 

en retranchant, il vient eii effet 



Kl 



+1 



oix les deux sommes ne contiennent que pen de termes. Pour calculer 
p. ex. Cl( — 12 . ig) on observe que 67 ( — 19)= i, ( -: ) = — i, et il vient 

;a,_,..,9) = 3-j(^>-) + (--^) + (^)} = 3-(.-. + .) 



= 2, 



donc 

Cl{—2 28) = 4. 

Revenens sur la formule (A). En faisant A = 3, elle donne 

\\d\ 
(44) S(?)=^'^(-3^). 



iz-l 



puis rhvpothése de A = 4 donne la formule connue de Dikichlet 
on a ensuite 

'46) r(?)- i:(?)=i^''H7Z)); 



■ -R. 
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si eufin on fait A = 8, on a crabord 



'■'"I/m ■ ■/„ , 

i(^)+r(i)=i«(-»"). 



et si Ton retrauche Texpresjsion 



i; »I 



=^ O. 



il vient 



-o\ \'o 



(47.. r ( ■ ) - 2 (?) = i '■'( - »^... 



équation cgalement due k Dikichlei'. 

Les resultats (A) et (JB) qui au fond sont ideiitiques pui8qu'on peut 
passer de Tun a Tautre par le eliangement de Tordre de Taddition, con- 
tienneut beaucoup (Vautres cas particuliers mais qui se compliquent autant 
que les discrimiuants augmentent; je noterai encore le cas de Z> = 24 qui 
donne d'abord 

?(-^-)+£(-^)-Z(-^)-I(-^) 

ou bien, en réduisant, 

lå^i- [M- f^-']- 

Aeta matlicmatica, 20. Iniprimé le 17 avril I9(U~) 52 
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Pour établir les formules précédentes, c'e8t Télégance qui nous a aidé; 
mais les formules (A) et (B) peuvent étre utiles rnémes dans des cas plus 
compliqués, si le discriminant donné est le produit de deux facteurs pas 
trop différents. Prenons par exemple le discriminant — 559 = ( — 43). 13. 
Jemploie alors la formule (B) en y prenant D=i3, A = 43;en écrivant 
simplement (rr . . . y) pour représenter la somme 

on trouve immédiatement, en décomposant et réunissant d*une maniére 
convenable, 

l«,-,3A,= (A...if) + (if...if) 



+ ,(1A...SAN /SA 6AV 
\ '3 13/ \I3 13/ 



dans notre cas A ^ 43 on a 






(A...^)= (4-6) =-x + i 
(^•••^) = (i7...i9)= I — I — t 



= — I. 



Il s'ensait 



I 



-^(^1{—5S9)^ 1+2 + 2.3—1=8 



ou bien Cl[ — 559)= 16. 

Nous étions obligé de oalculer treize symboles de Leg en dre ( -\\ 

si nous voudrions faire la recherche directe de formes réduites, nous de- 
vrions chercher les décompositions des nombres 

559 + ^ (A = l,8,6....,18 
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å Kavoir 140, 142, 146, 152. 160, 170, 182, en facteurs ac tels que 
A<a<c. On aurait obtenu les formes réduites snivantes 

<'i , I , 140J , ^2 , ± I , 701 , (4 , ± I , 35) , '5 , ± I , 28; , (7 , ± I , 20), 
fio, + I , 14) , (8, + 7 , 19) , (10, +9, i6j , (13 , 13 , 14). 

On voit que la détermination des formes réduites est plus laborieuse. 

Prenons comme second exemple 7>=2i, A = 59; en faisant usage 
de (Bj, on a d'abord d*une maniére gcnérale 

-;«,-„A,= (,...,^)-(,...?f) + (,../^) 

+ (• ■'.t)-('-'t)-(--'°f)- 

Ccst en dccomposant en ^roiipes, une expression de la fonne 
a — (a + 6j + (rt + ft + c) + (a + é + c + rf) — (a + & + c + rf + e) 
— ia-\-b-\-c-\-d-\-e-\-f) = —h — d—2e — f, 
ou la »ignification des lettres est évidente; on a donc cette formule générale 

2 ^ ^ \2I 21 / ' \ 21 21 / 

+ ,(5A. .«A\ /8A .OAN. 

' \ 21 21 / ' \ 21 21 / 

dans le cas particulier qui nous occupe, A = 59, cette quantité est 

(3 . • • 5) + (i 2 . . . 14) + 2(1 5 . . . 22) + (23 . . . 28); 
on devra donc additionner les nombres 

(T)-, m-'' m=-. m-'- (^)— . 
m— K"-.p)=^. i-.f)-- K--ff')=^. 



-^T?)-. (^.F)— •■ m—'- (vF 



)=■■ 



26 



r4^)=(^)-- 
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Il vient 

^(7/(— 21 .59)= 12, 

ou bien 

Cl{— 1159)= 24. 

Eevenons sur les fonctions S{x, — A); la formule 



«o 



2 ,-,, v , — -^^-^ / — A \ ^os 2vjr;r 



S(x , - A) = ; C7(- A) - VÄ Z (-,- ) 



i/;r 



donne pour x = - 



,S'( ■ , _ ^) » J «(- ^) + VA i (- . )- (- -^) ^ ; 



la serie infinie a pour valeur 



et on a donc, méme pour les discriminants non fondamentaux, 

reraarquons que, si le discriminant n'est pas fondaraental, Texpressiou fiuie 
(III) cesse d'avoir lieu. 

Si donc, dans les formules (38) et (39) on fait .r=- , w= i, on aura 
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ou en réduisant aux premiers membres, 






\ 



a -- 1 

(49) I Oii - 5 . - ^) = ^^^ «(- ^*)- 

a=l ^ / ^ / 

Ces équations ont lieu pour des discriminants fondamentaux quelconques, 
Z> > o et — A < o. 

Notons quelques cas particuliers. Pour A = 3, on tire de (48): 



:(',B) = !4^l, 



(50) S(^ , Bj f '-Cl{- 3fl) 

OU bien 

(50') I' (?) - ^^- «(- 3i)), 

et en retranchant de (44) 

(50-) „I (7) — 5 ©«(- 3'»- 

Posant A = 7, on a une formule déjå conipliquée 

ii ' '>) + ih . '>) - ii ■ r>) = — ^'^ «(- 7-0)- 

En retranchant, membre a meml)re, les formules (30*) et (31*), il 
vient, pour A > 4, 
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cette formule peut 8*appliquer, si une au moins des équatious suivautes n'a 
pas lieu: i = ( j, (— j = (-t-); donc si A est impair, il ne doit 

pas avoir la forma 24Ä — i; on devra déterminer å peu prés - sigoes 

En combinant les différentes formules que nous avons établies, on 
parvient ä exprimer les sommes 

r (^) • ? (?) 

par certains nombres des classes. J abandonne ce sujet et je me borne ä 
indiquer comment les formules general es établies jusqu*ici pourront servir 
au calcul du nombre des classes, si le discriminant (négatif) est le produit 
de trois discrirainants fondamentaux premiers entré eux et dont la valeur 
absolue ne dépasse pas 100. Cest par exemple le discriminant 

— 3593» = 21 .29(— 59). 
En faisant 

i)=2i, A = 29. 59 =1711, 

on peut employer la formule (B) qui donne comme nous Tavons vu plus haut 
iW(-M.A) = -s(Jj,_A) + s(i,-A)-S(^,-A) 



= 2^ (tT/^^V^T ' 1' (a=l. 2,4,6,8. 10) 

En faisant usage de la formule (39) dans le cas de A =DjA, oii 
Z), = 29, Aj = 59, elle donne (en faisant w = i), 

28 

S(;^ , - a) = «(- A) + £ (f )s(if + 1-5,) 
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et en substituant ces valeurs dans la formule précédente, la constante 
Cli — A) disparaitra et il y resteront les termes 

Pour les former, on se sert des relations 

S{x + I ) :- S{x), S{ I — x) -= i^{x), 

et on remarque qu'en prenant /;= 29 — b^, on aura des termes analoj^ues, 
ce qui donne Texpression définitive (A, — 59) 

^-Cl{— 21 .29.59) 

— i(v)imK",+:;.-A,)+<;-4-^) 

(^= I, 2,3, 4, 5, 8, 10; //-- I , 2, 3, ..., 14) 

en convenant de représenter par S{Xy -A,) la quantité *V(i +^» — A,) 
méme si x est néfjatif. 

Cela pose, les quantitcs Sl — + — j sexpriment aisément par les 



sommes 

-59 



■'-Xi 



(* 1,2,8, ...,29) 

\ V / 
v I 



On se construit a cet effet un tableau ä double entrée des valeurs 

— + ^^ en mettant ensemble les valeurs réduites qui correspondent aux 
21 ■"" 29 ' ^ r 

deux signes, et en ajoutunt en méme temps le signe de Legendre 

— ( ~~)(ir)' ^^^ VLUva ainsi un tableau rectangulaire dont les elements 

sont des quantites de la forme + {Sf^ + .s^), et pour obtenir la formule dé- 
finitive, on devra grouper ensemble les (juantités éfjales + .s,, ce qui donne 
une expression de la forme 



AU 

iC7(— 2 1 .29.59) = Tc,s,„ 



'29 

ti I 
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qui 8'évalue aisément. On aura donc, en resumé, a dresser un tableau a 
6X14 cases pour énumérer les ^^ et a évaluer au surplus les signes de 

Legendre (—7^) depuis h = i jusqu*ä h = 29. 

4. Keprenons Téquation (15) en y supposant w= i: 

; «(- ^) + r {^y\- + i) = f t (^) ^=~ • 

Soit f[x) une fonction de la variable reelle 8'annulant ä Tinfini positif, 
f\x) sa dérivée. Certaines conditions qui assurent la convergence étant 
supposées satisfaites, multiplions les deux membres par f'{x)dx et intégrons 
de zéro ä Tinfini. On a 

fnx)dx = - f{p), jnx)E*(x + ^dx = - £ f{yx - ^), 

O 

d'oii en faisant t? A — a = w, 

o 

Ensuite, Tintégration par parties permet de transformer Tintégrale 

OD 

fr{x)cos 2vx7:dx 

o 

en Texpression 

— f{6) + 2v7rff{x)Hin2vX7rdx. 



u 



En faisant usage de ces valeurs, nous aurons la formule 

_5«,_^,Ao)+|:,(-'^-y(i) 

Ada vicUftematiea. 2*.). Imprimé le 4 niai 1905. 53 
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ou bien 

(5^) t{~f)f{l) = VÄ|:(--^)A(^)sinavz;rrfx. 

Si Ton choisit convenablement la fonction fix)^ la serie 

apparaitra dans le second membre et on aura un développement de la 
quantité Cl{ — A). Paisons par exemple 

ax) = fe-'\h, 

ax 

la formule 

o» os 

2V7rff{x) sin 2vX7r(Ix = f{o) + f f\x) cos 2pX7rdx 



fl 



donnera 



00 00 

I .- 



2u7rjf{x)m\ 2uX7rdx = - ^,t — a fe "'''cos 2uX7:dx 

o u 



ou bien 



00 i— ,-- v^n 

ff(x) sin 21^X71 dx = -— — --- r "' 



u 



11 s^ensuit 



00 00 00 00 w'»*^ 

J 

OU en faisant a = y — - , n > o, 



m 



VJi 



é(juation que nous avons obtenue plus haut j)ar un proecdc difiFcrent. 
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Prenons en second lieu la formule 



OD 

/ 



_^_ 8\n bz j n .a 

e ^ ax = arcte r 

z 2 ^ b 



L'hypothése de f{x) = n'ctaiit perraise puisque la fonction devient in- 



finie pour x = o, j *emploie la f onnule 



00 



/ 



SID bz ^ t: 

dx = - 

X 2 



en la retranchant de la précédente; il vient 



o» 

/ 



sm ox ax = arctg j 



Faisant donc, dans la formule (52), 
nous aurons 

a »t 



?(l.^)i^ = n'ÄÉ(~^)-'«i^. 



d*ou en changeant a en 2w;r, 



I — «» / v 2»n«ff 



(53) ' Cli- A) = ? 5: ( - ^ ) arctg ^ + V^A V (-^) '- 

m-l ' m-l ' 



La formule suivante ^ 



SID nyp 



i . sin a;r . , i / 

I arctff -,- . — — smrrc;raic = - I a 
/ o e"''^ + cos an v \ 



n 
2 



sin hyp ^^ 

(o < a < I , « > O , r > o), 

* Reinhakd Mildner, Beitrag xur AusmiiUung des WerUies beslimmter Inlegralc 
(Denkschriften der Kais. Akademie der WisseDSchnften in Wien, Bd. 48; 
1884). 
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conduit ä choisir 



sin an 



rs ' \ i OJ il fA/l 



nous aurons 

« / A v • '"i" * / A V / Sin liyp - 



e ^ 4- cos a;r ^ \ sm hyp — - 



ou bien 



öyT 



(54) ^C7(-A) 

2öWi;r 



« , . . . CO 



sin hyp 



V*^ / — A\ i sina;: I . — V*^/— A\l w 
~-^ e^ +cosa;r "*-* sm hyp 



u 

(o < a < I , w > o). 



En supposant a infiniment petit, on en déduit (w > o) 



(54-) i «(- A, = t (-^/-) ^^ + f t (^/) -; -4 

m-^1 f. J -|- I "«-"i sinbyp- 

et en faisant a = - , 

2 

(54') ^^^(-^) 



ie 



mUTT 






m cos hyp 



cette derniére formule sera vérifiée plus tärd. 

En opérant sur la formule ( 1 1 ) pour m = i , å savoir 



D—l . _. . oo 

Sin 2y^;r 



i:(?)«'(^+i)=v^2:(?)^ 
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(i*une maniére analogue que nous venons d*opérer sur la formule (15), 
nous auroDS 

(55) t©'-©» '^5 t(?)/'W"»'"«''^- 

D étant un discrimiDant fondamental positif. 
Si Ton y fait par exemple 

X 

arctg - 
on devra appliquer la formule suivante aisée ä vérifier 



■D OS 

fcos yre j « -, ^ C t 

-— arctg -rfa; = - j ."' 

O IIP 



(Ix 

X 



qui donne: 



m = 1 ' v -^ 1 ' t-' 



Svunr 



en rempla9ant arctg — par sa valeur 

n . Dn 

arctff — 

2 ^ m 

on en tire la formule (6). 
Prenons en second lieu 



f{x) = log ^ _ ^.,, , 00, 



la formule 



• 6jr 



/ 



, I + c-^' ;r I — e 

log -— rz COS OX ax = 



o I + 6 ^ 

permet de conclure 

cm 2vR* 

D\ I I — e ^ 



^ I— c ^ *'=^ I 
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Posant c = UTT et faisant usage des formules 



7V7C 

I — e ^ _ 2 



v- I 

Dous aurons 



I + 6 " e" + i 



±{^y-^ = Cl{D)\osE{I)), 



muTt 



(56) i«(7>)iog£(i)).^i;2:g)iw-+5:g)iogiii-j,, 

formule qai peut étre assez commode pour le calcul effectif du nombre 
des classes d'uii discriminant fondameutal positif. 

Nous terminons ces reeherches en nous rappelant la formule suivante 
due a KuMMER ^ 



/ 



co8^ — cos rxndx = -,^r-; \/tr'i T ' ^^ > ° ' 



qui donne Toccasion a une autre application de la formule (15) 

J-i ... . ,-r- . ^ v 

— A \ COS 2i/j;;r 



:- «(- ^) + £ {=^H^ + i) = >^ r (=-1^) 



Je change, dans cette dernicre, x en ux et multipliant les deux mcmbres 
par cos'^"* — rfa; j'intégre de zéro ä un. Il vient, d*aprés la formule de 



xr: 
2 

KUMMEH 



?«'--);7g^ + |:(-."-)/^("+i)--?- 






= ^^2-^ 



v-i ^ rf ■— ^ h 2vit j/M — ^^ 2i;u j 



* KuMMER, 5ur quelques iransformations générales des intégrales définies (Journal 
de Crelle, t. 20) 
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En supposant « positif et inférieur ä — , les fonctions 

E(ttx + -^y (o<a<A), 
seront identiquement nulles dans rintervalle de Tintégration, et il vient 

- r(^ '*' 'V 

ou bien, en posant ^^ ^ > *' ~ X ' 

r ^ ^ri( Ar-V^ÄyZ-AXi r(c)' 

(57) .- ^^(- ^) - v- 2. i^^j ; ^^^^^W^_^N • 

Dans cette formule obtenue sons Thypothése de f>-, o<rr<i on 

peut cependant prendre f=-, puisque cela donne la formule (15) qui se 

trouve donc généralisée par la formule (55), sous Thypothése restrictive 
bien entendu o < a; < i . 

5. Aux resultats obtenus dans le present chapitre sajoute une for- 
mule que nous avons tirée d'une source bien différente raais qui leur res- 
semble beaucoup et que nous allons exposer puisque elle å été le point 
de départ de nos études. 

Soit (a , ft , c) une f orme quadratique positive ä des eoeflficients réels 
quelconques, A = \ac — 6' son discriminant changé de signe, et soit w 
une quantité également reelle et positive. La formule suivante, cas parti- 
culier d'une relation rappelée par Kronecker å maintes reprises, et dont 
la demonstration se trouve dans la thése de M de Séguier 

{m , ^2 ^ o , + I , + 2 , + 3 , . . .) 
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contient des series qui ne difiFérent des series ä double entrée employces 
dans le théoréme de Diriciilet que par les termes constants ou m= n = o 

dont les valeurs sont respectivement i et - . On aura done, en isolant 

ces termes et en posant pour abréger 



2»7:z 2rz 



> 

la relation suivante 

iN,n U 

('m,?« = o, + 1, ±2, + 3,... excepte w = w = o). 

Cela étant, remplacjons la forme (a , ft , c) par les difiFérents representants 
des formea positives du discriminant fondaraental — A et ajoutons les 
resultats ainsi obtenus; nous aurons 

Z Tf{am' + bm7i + en') = (' ~ i)ci{— A). 

Or, d 'apres la formule fondamentale de Dihichlet, le premier membre est 
egal a la quantité 

^rz(^yM=r5:(^)i:(r^-ie-.T^); 

en effectuant la sommation relative å k et en comparant les deiixiemes 
membres, nous aurons la formule cherchée 



00 / . . 00 



(58) (i_,)c7(-A) = r5:(=i^-)W }X{=r)^ 



e 



S^ — 1 " ' . «« N J _ 



et on en tire en prenant les dérivées des deux membres pour w= i, lä 
formule suivante 



(59) Cli- A) = - 






(ä suivre.) 
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